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Abstract

2変数多項式 g(x, y)が与えられたとき、その xに関するを根 h(y) とする。このとき、ある条件下で
h(y) は y の解析関数であり、y のべき級数としてあらわすことが可能である。記号的ニュートン法を使
えばこのべき級数の係数を効率よく計算できるが、記号的ニュートン法では、高次の項の係数の計算に低
次の項の係数が使われるため誤差の伝播が起こる可能性がある。そこで、本稿では高次の項係数を低次の
項の係数を用いずに直接計算する新しい算法を提案する。この算法は効率の点で記号的ニュートン法に劣
るので、計算誤差の確認といった目的に使用することが考えられる。

1 序論

著者は 2変数多項式 f(x, y) = 0 の xに関する根 φ(y)がべき級数展開出来るとき、k 次までのべき級数

展開を k次の近似根（以下、φ(k)(y)と記す）として定義し、その計算法を提案して来た。これまでの算法は
基本的に記号的ニュートン法と呼ばれるものの拡張であり、φ(0)(y) → φ(p)(y) → φ(p2)(y) → · · · → φ(pk)(y)
のように、近似根を少しずつ次数を上げながら計算を行う。この算法は計算効率が良い反面、高次のべきを

持つ項の係数の計算にそれより低次のべきを持つ項の係数が使われており、次数が大きくなるに従い少しず

つ計算誤差が高次の項に蓄積してしまうという性質を持っている。

そこで、本稿では高次の項を低次の項を用いずに直接計算する新しい算法を提案する。この算法は効率の

点で記号的ニュートン法に劣るので、計算誤差の確認といった目的に使うことが考えられる。

2 記号的ニュートン法とその問題点

g(x, y) を y に関してモニックな二変数多項式とする. このとき、次式を満たす m 次の多項式 f (m)(x)
を g(x, y) の y に関するm 次の近似根と呼ぶ.

g(x, f (m)(x)) ≡ 0 (mod xm+1) (1)

近似根は正確な根を x の次数 m 次までべき級数展開したものに等しく、次の記号的ニュートン法を用い

て、容易に計算することが可能である (詳細は [5][6] を参照)。

記号的ニュートン法

(1) g(0, y) = 0 の根の１つを、f (0)(x) と置く.
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(2) 次式を用いて、f (m)(x) (f (k)(x) は k次の近似根を示す）を計算する. ただし、右辺の除算はべき級
数の除算を用い、計算結果をべき級数とする.

f (2l)(x) ≡ f (2l−1)(x)− g(x, f (2l−1)(x))
∂g
∂y (x, f (2l−1)(x))

(mod x2l+1) (2)

上の記号的ニュートン法は効率的に近似根を計算するが、高次の項の係数を計算するために低次の項の

係数を用いており、誤差の伝播が起こりうる。そこで、本稿では高次の項の係数を直接計算する算法を与え

る。本稿の計算法は計算効率の点では記号的ニュートン法に劣るが、記号的ニュートン法で求めた近似根の

精度の検証などに有用である。

3 基本的な考え方

2変数多項式 h(x, y) の y に関する m次の近似根 φ(m)(y)が

φ(m)(y) = α0 + α1y + α2y
2 + · · ·+ αmym (3)

で与えられるとする。Cauchy の積分公式より φ(m)(y) の k次の項の係数 αk は

αk =
1
2π

∫
φ(y)
yk+1

dy (4)

で与えられる。上式で y = ρeiθ とおいて整理すると

αk =
1

2πρk

∫ 2π

0

φ(ρeiθ)e−ikθ dy (5)

を得る。実部と虚部を分けるために f(θ) = Re(φ(ρeiθ)), g(θ) = Im(φ(ρeiθ)) とおくと上式は

αk =
1

2πρk

∫ 2π

0

[f(θ) cos(kθ) + g(θ) sin(kθ) + i {g(θ) cos(kθ)− f(θ) sin(kθ)}] dθ (6)

となる。

(6)式より、αk を数値積分法で計算すればよいのであるが、実際に計算してみると kが大きくなったときに

は、Gauss積分などでは計算誤差が多く、実用的でないことがわかった。これは f(θ) cos(kθ)や g(θ) sin(kθ)
の関数が激しく振動し、数値積分が難しい関数になっているからである。そこで、f(θ) cos(kθ)や g(θ) sin(kθ)
なども積分できる数値積分法が必要になった。

4 Filon の方法

f(θ) cos(kθ) や g(θ) sin(kθ) なども積分できる数値積分法として、Filonの方法と呼ばれる方法に着目し
た。Filon の方法では、

∫ b

a
f(θ) cos(kθ) dθ を次のようにして計算する (

∫ b

a
f(θ) sin(kθ) dθ も同様に計算す

ることができるが、ここでは省略する）。まず、h = b−a
2N （N は分割数）とおき、C2n, C2n−1 を次のよう

に求める。

C2n =
1
2
f(a) cos(ka) + f(a + 2h) cos k(a + 2h) + f(a + 4h) cos k(a + 4h) + · · ·+

1
2
f(b) cos(kb)

C2n−1 = f(a + h) cos k(a + h) + f(a + 3h) cos k(a + 3h) + · · ·+ f(b− h) cos k(b− h)
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k 5 10 50 100 150 200

相対誤差 1.6× 10−8 1.6× 10−8 1.6× 10−8 6.6× 10−7 5.8× 10−4 1.4× 102

表 1: 数値実験の結果

次に α, β, γ を下のように定めると

θ = kh

α =
(
θ2 + θ sin θcosθ − 2 sin2 θ

)
/θ3

β = 2
[
θ(1 + cos2 θ)− 2 sin θ cos θ

]
/θ3

γ = 4(sin θ − θ cos θ)/θ3

∫ b

a
f(θ) cos(kθ) dθ の近似値はそれぞれ下のように与えられる。

∫ b

a

f(θ) cos(kθ) dθ
∼= h {α [f(b) sin kb− f(a) sin ka] + βC2n + γC2n−1} (7)

5 アルゴリズム

以上をまとめると、(3) の αk を求めるアルゴリズムとして、次のものを得る。

αk の計算法

(1) Res
(
g, ∂g

∂x , x
)

= 0 の根（特異点）を求め、ρ を決定する（ρeiθ が特異点を囲まないように、ρ を十

分小さく取る）。

(2) f(θ) = Re
(
φ(ρeiθ)

)
, g(θ) = Im

(
φ(ρeiθ)

)
とおき、

∫ 2π

0
f(θ) sin kθ dθ,

∫ 2π

0
g(θ) sin kθ dθ を Filon の

方法で計算する。

(3) αk を (7) より計算する。

6 数値実験

h(x, y) = x2 + xy + y2 − 3y − 2 の近似根の k次の係数 αk を前節のアルゴリズムで求め、それに含まれ

る相対誤差を調べた。その結果を表１に示す。

7 結論

Cauchy の積分公式を用いて、べき級数根の高次の係数を直接求める計算式を導いた。この計算式では、
振動の激しい関数を数値積分する必要がある。そこで、Filonの方法を用いてこの数値積分を行い、数値実
験を行った。その結果、100次の項の係数までは十分な精度で求められたが、200次の項の係数には実用的
でないほどの誤差が含まれていた。今後は、より良い数値積分法を探すことと誤差の解析を課題としたい。
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