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1 はじめに

有理関数補間を用いて関数近似を行った場合、補間区間内に不必要な極が現れる場合があるという問題が

知られている [3]。この不必要な極は、補間を行う有理関数の分子分母の多項式が、補間区間内に非常に近
い値の零点を持つために現れる。これまでの研究では、このことを利用して分子分母の多項式の近似 GCD
を求めて、この零点を近似的な共通因子として取り除く方法 [1, 2]が提案されている。本研究では、有理関
数補間を行うときに現れる不必要な極のふるまいについて、有効桁数を変化させた場合と補間を行う多項

式の次数を変化させた場合についての再検討を行うと共に、安定化理論 [4]を用いた有理関数補間について
の検討を行う。

2 有理関数補間について

関数 f(x) ∈ C[a, b]に対する有理関数補間は次のように計算される。有限個の離散点 a = x0 < x1 <

· · · < xm+n = bを与え、対応する関数値 f(xk) = fk, k = 0, 1, · · · ,m + nを求める。ここで与えられ

た m,nに対して、

r(xk) =
p(xk)
q(xk)

= fk k = 0, 1, · · · ,m + n

を満たすような

rm,n(x) =
pm(x)
qn(x)

=
∑m

i=0 aix
i

∑n
j=0 bjxj

を求める。この有理関数を (m, n)有理関数と呼び、便宜上 b0 = 1と規格化する。多項式の係数 ai, bjは一

般に浮動小数であり、線形方程式を解くことによって求められる。
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3 不必要な極のふるまいについて

前節で述べたような有理関数補間を行うと、元の関数 f(x)が連続であるのに対して結果として得られた
有理関数が不必要な極を持ち、不連続になってしまうことがある。これは、不必要な極に対応する有理関数

の分子 pm(x)の零点が分母 qn(x)の零点に非常に近い値をとっていることが原因となっている [2]。
ここでは、有効桁数は補間多項式の次数を変化させたときの不必要な極のふるまいについて再検討を行

う。log(x + 2)を補間区間 [1, 2]で有理関数近似を行った場合の不必要な極の位置を表 1に示す。この結果
から、有効桁数を増加させるほど不必要な極が出やすく、また補間を行う多項式の次数が大きくなるほど不

必要な極が出やすくなることがわかる。

表 1: 不必要な極の位置（ log(x + 2),補間区間 [1, 2])
有効桁数 5次の多項式 10次の多項式 15次の多項式 20次の多項式

10桁 1.655 1.331 1.861 1.517

20桁 – – – 1.9939

30桁 – 1.2178 – 1.4840
1.7807

40桁 – – 1.48704 1.3008

50桁 – – – 1.553315

60桁 – – – 1.5140724

4 Gauss消去法の計算過程について

補間を行う多項式の係数は、線形方程式を Gauss消去法を用いて解くことによって決定される。この解の
値は、有効桁数が少ないときには全く異なる値となっているが、有効桁数を増加させるにしたがって一定の

値に収束していく。そこで、不必要な極と Gauss消去法を行う行列の性質との関係についての検証を行う。

4.1 行列の条件数

線形方程式の係数行列 Aの条件数は、

cond A = ‖A‖ ‖A−1‖

で計算される。表 1で使用したものと同じ関数 log(x + 2)で同じ補間区間 [1, 2]とした場合の行列の条件数
は、表 2 のようになる。
このように有理関数補間に使用される行列は、非常に悪条件となっている。また、行列の条件数は有効桁

数の少ない場合には有効桁ごとに全く異なっているが、有効桁数を多くするにしたがって一定の値に収束し

てくることがわかる。

条件数の変化からも明らかだが、分子分母に 5次のような低次の多項式を持つような有理関数補間にお
いても、有効桁数が少ない場合には各係数の値は不安定となり、当然得られる有理関数も不安定になる。一

方、このような場合にも有効桁数を 20桁以上にすると、各係数の値も得られる有理関数の値も安定してく
ることがわかる。このような安定な有理関数補間が得られるのは、表 2から (10, 10)有理関数では有効桁数
40桁、(15, 15)有理関数では 60桁等となることがわかる。
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表 2: 係数行列の条件数（ log(x + 2),補間区間 [1, 2])
有効桁数 5次の多項式 10次の多項式 15次の多項式 20次の多項式

10桁 2.730858198 e12 1.110552908 e20 0.300120199 e27 0.418457572 e34
20桁 7.282901977 e17 1.576221218 e26 0.343809506 e34 0.395233831 e42
30桁 7.285366224 e17 9.683312201 e33 0.324057799 e41 0.162541404 e48
40桁 7.285366224 e17 5.144282939 e37 0.152356465 e48 0.264101611 e55
50桁 7.285366224 e17 5.144368605 e37 0.208889570 e55 0.415100484 e61
60桁 7.285366224 e17 5.144368605 e37 0.504343135 e58 0.320748468 e69
70桁 7.285366224 e17 5.144368605 e37 0.504342956 e58 0.211483311 e76

ここで、少ない有効桁数では得られる解の値が不安定であっても、結果として得られた有理関数で近似を

行うと図 1 に示されるように不必要な極を除けば正しく関数近似を行うことができる。現在の実験結果か
らは、Gauss消去法で得られる解の値が不安定な場合に補間区間内に不必要な極が現れやすくなっている。

1

1.2

1.4

1.6

1.8

1 2 3 4 5
x

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
x

(a)概形 (b)補間区間 [1, 2]を拡大

図 1: 有効桁数５桁で得られた係数による有理関数近似

4.2 残差

有効桁数が少ないときには得られる解が不安定であるが、不必要な極を除けば正しい有理関数近似が得

られることを前節で示した。そこで、有効桁数が少ない場合に得られる解の正当性を検証するために、残差

の値を求めた。残差の値は、

‖Ax− b‖

で計算される。ここでのノルムは、ユークリッドノルムを使用した。
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表 3の結果から、解の値が不安定となっている有効桁数の少ない部分でも、不必要な極を除けば残差の
値を見ると十分な精度で正しく解けていると判断することができる。

なお、解が不安定となる原因としては、入力時の浮動小数近似による丸め誤差の影響によって、Gauss消
去法の計算過程で行われるピボット選択の選択場所が異なっていることなどが考えられる。

表 3: 残差 (log(x + 2),補間区間 [1, 2])
有効桁数 5次の多項式 10次の多項式 15次の多項式

10桁 0.2000 e-8 0.62449 e-8 0.78740 e-8
20桁 0.3000 e-18 0.72111 e-18 0.85440 e-18
30桁 0.4123 e-28 0.42595 e-26 0.67823 e-28
40桁 0.4582 e-38 0.37815 e-37 0.95393 e-38
50桁 0.4795 e-48 0.56037 e-47 0.33296 e-46
60桁 0.4472 e-58 0.29717 e-57 0.34686 e-56

5 安定化理論を用いた有理関数補間

Gauss消去法に安定化理論を適用して、補間を行う有理関数の係数を得ることを考える。

5.1 入力と計算過程の有効桁を揃えた安定化

入力に用いる行列 Aの各成分の値を aij、入力の有効桁数を p桁とすると、入力行列の各成分を

[
aij − 0.5× 10−p, aij + 0.5× 10−p

]

から生成される区間数として、安定化を施した Gauss消去法を行う。
ここで、正しい解が得られなかった場合は、入力の有効桁数 pを増加させていく方法で安定化を行う。

5.1.1 結果

安定化を施した Gauss消去法で、有理関数補間の分子分母の多項式の次数と解が得られる有効桁数の関
係は、表 4のようになる。

表 4: 解が得られる入力と計算過程の有効桁数
多項式の次数 5次 10次 15次

有効桁数 28桁 57桁 87桁

安定化手法では、解が得られなかったり、誤った解が得られた場合には有効桁数を増加させて再度計算を

行っていく。この操作を繰り返し行うと、いつかは必ず正しい解に到達するということを理論的に保証され

ている [4]。
今回安定化を適用した Gauss消去法では、表 4に示されている解が得られる有効桁数より少ない有効桁
数では、消去法の計算過程で行列の階数が低下するために、解が求まらない。そこで、安定化手法での手順
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にしたがって有効桁数を増加させて再度計算を行っていく。この過程で、初めて解が得られたとき、その有

効桁数は行列の条件数の値が完全に安定したときの有効桁数とほぼ一致する。

すなわち、安定化を施した Gauss消去法では、計算に使用する有効桁数が条件数が安定する有効桁数を
超えるまで解を導出しないため、有効桁数を増加させながら再計算することが要求される。結果、得られた

解の値は必ず 4節で述べたような「安定した解」の値を含むような区間数となっている。したがって、安
定化を施した場合の有理関数補間によって得られる近似は、必ず不必要な極を持たない滑らかな近似とし

て得られる。ただし、多項式の次数が増加するほど、解を得るのに必要な有効桁数も増加する。

5.2 入力の有効桁を固定し、計算過程の有効桁を変化させる安定化

前節のような安定化手法では、必要な有効桁数が非常に増大することが考えられる。そこで、安定化を利

用した Gauss消去法の他の一つの可能性として、入力の有効桁数を固定し、その精度での厳密解に近い値
を安定化手法によって得ることを考える。

入力に用いる行列の各成分の値を aij、入力の有効桁数を p桁とは別に、計算過程の有効桁数を k桁とし、

入力行列の各成分を [
aij − 0.5× 10−p, aij + 0.5× 10−p

]

から生成される区間数として、Gauss消去法を行う。
ここで、入力の有効桁数 pは固定し、解が得られるまで計算過程の有効桁 kのみを増加させていく方法

で安定化を行う。

5.2.1 結果

解が得られる有効桁数は、それぞれ表 5のような結果となる。

表 5: 解が得られる計算過程の有効桁数
入力の 必要な有効桁数

有効桁 5次の多項式 10次の多項式 15次の多項式

10桁 28桁 28桁 28桁
20桁 28桁 38桁 38桁
30桁 28桁 48桁 48桁
40桁 28桁 57桁 57桁

このとき、安定化を施した Gauss消去法で解が得られたときは、その解は、入力の各成分を有理数とし
て計算を行った場合の解を含むような区間として得られる。したがって、入力データの桁数が不足した場合

は、安定化理論に基づく計算結果は、少ない有効桁数での「真の解」に収束する。このため、この解を用い

て有理関数近似を行った場合には、補間区間内に不必要な極が現れることがある。

6 まとめ

有理関数補間を単純に近似多項式の比として数値的にその係数を求めようとすると、得られる有理関数

には不必要な極が現れる。この点を再検討し、不必要な極が近似多項式の次数や有効桁の変化によって大き
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く変動することがわかった。また、このことは有理関数補間で使用される行列が、非常に悪条件なものと

なっていることに起因していることがわかった。有限桁の浮動小数計算では、有効桁数が少ないと解が不安

定な値となる。しかし、解の値が不安定であるにもかかわらず、残差の値からみると連立一次方程式の解と

しては正しく解けてていることがいえる。このような解を用いて有理関数近似を行うと、補間区間内に不

必要な極は持つが、それ以外の点では高い精度で元の関数を近似することができる。

一方、安定化理論た有理関数補間では、入力と計算過程の有効桁数を同じにして計算を行えば、確実に安

定した解の値のみを得ることができる。したがって、安定化理論を適用したアルゴリズムで得られる有理関

数の各係数は常に安定した解の値となっており、補間区間内に不必要な極が現れにくいものであると信頼で

きる。解が得られるまでにはある程度大きな有効桁数が必要となるが、得られる解を必ず信頼できること

が利点であるといえる。

もちろん、有理関数補間そのものを得るには Padé 近似を始めとする有力な方法が多く研究されている。
しかし、ここに示した単純な有理関数補間の議論は、有効桁数と不必要な極の関係や悪条件行列の数値解

であるにもかかわらず不必要な極以外では高い精度で有理関数補間が成立していること等、多くの理論的

に興味ある問題を提起しているといえる。
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