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1. 解析接続について

F (x, u) は C上の無平方な２変数多項式とし、次のように表されているとする。

F (x, u) = fn(u)xn + fn−1(u)xn−1 + · · ·+ f0(u). (1)

s ∈ C に対して、F (x, s)が平方因子を持つか fn(s) = 0 であれば、s を F (x, u) の特異点ということにす
る。F (x, u) の xに関する根は uの代数関数であるが、数値 aが特異点でなければ、u− a のベキ級数に展

開できる。これを Taylor級数根という。s が特異点の場合には根は一般に分数ベキ級数に展開できるが、

これを Puiseux級数根という。これらの２つをまとめてベキ級数根という。代数関数の根基表現は５次以

上では一般に不可能であるが、Taylor級数根や Puiseux級数根は容易に計算できるので [KT78, SK99]、こ
れらは計算代数では非常に有用である。展開点が異なれば異なるベキ級数根が得られるが、根という観点

からは同等であり、異なる展開点での根どうしの間にはベキ級数根が解析的につながるという意味で１対１

の対応が存在する。この対応を決めるのが解析接続であると言える。

最近、多変数多項式の近似因数分解における基礎算法として、ベキ級数根の解析接続が計算代数の分野

で注目されだした。Sasakiらは 10年も以前に、ベキ級数根の組合せによる近似因数分解算法を考案したが
[SSKS91, SSH92]、その後の実験によると、与多項式が低次でない限りベキ級数を高次まで計算する必要が
あり、誤差の拡大等で計算が正しく行われない場合が多々あることが分った。それに対し Sasakiは最近、ベ
キ級数根の非常に効率的な組合せ方法を考案するとともに、複数の展開点でのベキ級数根を利用して計算

を安定化させ効率化させることを提案した [Sas01]。展開点を複数個選んだ場合、異なる展開点でのベキ級
数根の対応づけを行う必要があるが、それは解析接続に他ならない。また、Corlessらは最近、近似因数分
解の数値算法を提案したが [CGHKW01]、それは根となる一つの代数関数の値を多くの点で計算し、それ
らの値から近似因子を補間する算法である。さらに、Galligoらは特異点近傍にいくつかの展開点を選び、
そこでのベキ級数根から C上の多項式因子を決定する算法を提案している [GW97, GR01]。これらの算法
は解析接続に基づいているが、解析接続自体はほとんど考察されていない。
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本稿では、代数関数の解析接続に対して、三つの方法を提案・検討する。第一の方法は Taylor級数の初
項 (定数項)の対応づけを Smithの定理を利用して行う。第二の方法は級数の初項の対応づけを最小根の上
界定理を用いて行う。第三の方法は級数の先頭の数項を利用するものである。これら三つの方法を性能と有

用性の両面から比較検討する。また、Puiseux級数根の接続法も提案・検討する。
なお、Smithの定理を利用する方法に関しては、Shiiharaと Sasakiが代数関数の Riemann面を決定する
論文で既に発表している [SS96]。しかしながら、Puiseux 級数根と Taylor級数根が混在する場合には彼ら
の方法は適用できず、Puiseux 級数根だけの場合でも、正しく対応づけられることが保証されたわけではな
い。本稿では、正しい対応づけを保証することも含めて解析接続法を検討する。

本稿では紙面の都合上、いくつかの証明や例などを割愛した。詳しくは論文 [SI02] を参照されたい。

2. Smithの定理に基づく方法

本稿では簡単のため、|a− b| ¿ 1として、aと bにおけるベキ級数根を直接に対応づけることを考える。

以下、

F (x, a) = fn(a)(x− α1) · · · (x− αn), F (x, b) = fn(b)(x− β1) · · · (x− βn) (2)

とする。a と b は特異点でないとするので、αi 6= αj , βi 6= βj (∀i 6= j) である。
数値解析で著名な定理の一つに下記の Smithの定理がある [Smi70]。

定理 1 (Smith)

P (x) ∈ C[x] は n 次でモニックとし、ζi ∈ C (i = 1, . . . , n) は与えられた数とする。n 個の正数 r1, . . . , rn

を次式で定める。

ri =
n |P (ζi)|

|∏n
j=1, 6=i(ζi − ζj)| (i = 1, . . . , n). (3)

D1, . . . , Dn は複素平面上の n 個の円盤で、中心 (Di) = ζi, 半径 (Di) = ri (i = 1, . . . , n) とする。この
とき、合併 D1 ∪ · · · ∪Dn は P (x) の全ての根を含む。また、合併 D1 ∪ · · · ∪Dm か単連結で、他の円盤

Dj (j > m) のいずれとも非連結ならば、その合併が含む根の個数は m である。

この定理は, P (x) = F (x, b), ζi = αi とすることにより、以下の系が示すように F (x, a) の根と F (x, b)
の根の対応づけに利用できる。

系 2

λ は 0 ≤ |λ| ≤ 1 なる数とし、P̃ (x, λ) を次のように定める。

P̃ (x, λ) = F (x, a + λ(b− a)) (4)

D̃1(λ), . . . , D̃n(λ)は P̃ (x, λ)に対する Smithの円盤、ただし 中心 (D̃i) = αi (i = 1, . . . , n)、とする。λを

0 から 1 に到る複素平面上の経路に沿って動かすとき、D̃1(λ), . . . , D̃n(λ)が互いに非連結であれば、対応
αi ←→ βi (i = 1, . . . , n)が成立する。ここで、βi は D̃i(λ)に含まれる F (x, b) の根である。したがって αi

に最も近い。

証明 １変数多項式の根は係数の連続関数であるから、λ を 0から 1に連続的に変えるとき、P̃ (x, 0) の
全ての根は P̃ (x, 1) の対応する根に連続的に移っていく。一方、Smithの円盤 D̃1(λ), . . . , D̃n(λ) は互いに
非連結と仮定したから、Smithの定理より、P̃ (x, λ) の n 個の根はこれら n 個の円盤に１個づつ含まれる。

したがって、各 i (1 ≤ i ≤ n) に対し、D̃i(0) に含まれる根 αi と D̃i(1) に含まれる根 βi が１対１に対応

する。
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上記の系を実際計算で使用するには、λを動かすとき各円盤が重ならないとの条件のチェック法を工夫す

る必要がある。まず、a と b を結ぶ経路は直線とする。すなわち、λ は実数で 0 ≤ λ ≤ 1 とする。このと
き、各円盤が重ならないとの条件を次の十分条件で置き換える。

条件 S：i = 1, . . . , nに対し、区間 0 ≤ λ ≤ 1で D̃i(λ)の半径が最大となる点を λ = λi とするとき、

D̃1(λ1), . . . , D̃n(λn)が互いに非連結である。

また、λ を 0から 1に変えるとき、多くの場合、円盤の半径は 0から単調に増大することを考慮して、次
の条件 S’1 ∧ S’2 を必要条件として事前にチェックする。

条件 S’1：D̃1(1), . . . , D̃n(1)が互いに非連結である。
条件 S’2：各 |F (αi, a + λ(b− a))|が区間 0 ≤ λ ≤ 1 で単調増加である。

D̃i(λ)の最大値は、λに 0.0, 0.1, · · · , 0.9, 1.0 の 11個の値を代入することにより近似的に計算し、条件 S’2
は D̃i(λ)の特性を活かした簡便な方法（十分条件）でチェックする。

通常、Smithの円盤の半径が根差 |αi− βi| の約 n 倍になるが、これは次の理由による。α
(k+1)
i = α

(k)
i −

P (α(k)
i )/

∏n
j=1,6=i(α

(k)
i − α

(k)
j ) は P (x) の根 αi を計算するための２次収束算式であり、α

(k)
i ' αi (i =

1, . . . , n) のとき、|α(k+1)
i − αi| = O(|α(k)

i − αi|2) となる。

3. 最小根の上界定理に基づく方法

１変数多項式が原点近傍に m 個の近接根を持つ場合、それらの根を他の根から区別するための定理があ

る [TS00]。本章ではその定理を m = 1 の場合に限定して強めた定理を導き、次に、その定理に基づいて対
応 αi ←→ βi を決定する方法を提示する。

次の条件を満たす１変数多項式 P (x) を考える。

{
P (x) = cnxn + · · ·+ c2x

2 + x + ε, cn 6= 0,

max{|cn|, · · · , |c2|} = 1, |ε| ¿ 1.
(5)

P (x) は絶対値が ε 程度の “微小根” ζ̂ を持つ。

定理 3

P (x) の絶対値最小の根を ζ̂、それ以外の任意の根を ζ̆ とする。

0 < |ε| < 3− 2
√

2 ≈ 0.172 (6)

であるならば、|ζ̂| と |ζ̆| に対して次の不等式が成立する。

|ζ̂| < (1 + |ε|)−
√

(1 + |ε|)2 − 8|ε|
4

,
(1 + |ε|) +

√
(1 + |ε|)2 − 8|ε|
4

< |ζ̆| (7)

証明 紙面の関係で割愛する。詳しくは論文 [SI02] を参照。

上記定理を使えば根 αi と βi を対応づけられることが次の系より分る。

系 4

λ は 0 ≤ |λ| ≤ 1 なる数とし、P̃i(x, λ) を次のように定める。

P̃i(x, λ) = F (x + αi, a + λ(b− a)) (8)
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P̃ (x, λ) を次式のように表し、ε(λ) を下式で定める。

P̃i(x, λ) = cnxn + · · ·+ c2x
2 + c1x + c0, c1 6= 0, (9)

εi(λ) = |c0/c1| · max{ n−1
√
|cn/c1|, · · · , 2

√
|c3/c1|, |c2/c1| }. (10)

λ を 0から 1に到る複素平面上の経路に沿って動かすとき、εi(λ) < 3− 2
√

2 であるならば、F (x + αi, b)
の絶対値最小の根 β̂i (= βi − αi) と αi が１対１に対応する。

証明 正数 η を |c1η| = max{ |cnηn|, · · · , |c2η
2| }を満たすように定め、(9)の P̃i(x, λ)に対して x → ηx

なる変換を行うと、条件 εi(λ) < 3 − 2
√

2 は定理 3における |ε| に対する条件と等価であることが分る。
D̃i(λ) は中心が原点にあり半径が r̃i(λ) = [(1 + εi(λ))−

√
(1 + εi(λ))2 − 8εi(λ)] / 4 の円盤とする。D̃i(0)

は半径が 0だが P̃i(x, 0) の根 0を含む。0 < λ ≤ 1なる λに対しては、定理 3より、P̃i(x, λ) の根で D̃i(λ)
に含まれるものはただ一つであることが分る。このことと、方程式の根が係数の連続関数であることから、

系が成立する。なお、 β̂i ←→ αi の対応より βi ←→ αiなる対応が成立する。

上記の系を実際計算で使用するには、λを動かすとき εi(λ) < 3− 2
√

2となることをチェックしなければ
ならない。前章と同様、λ は実数で 0 ≤ λ ≤ 1 とし、

F (x + αi, a + λ(b− a)) = f̃n(λ)xn + f̃n−1(λ)xn−1 + · · ·+ f̃0(λ) (11)

とおく。f̃0(λ) = F (αi, a + λ(b− a))であり、λを 0から 1に動かすとき、|f̃0(λ)|は急激に変化するが、他
の係数は大きくは変動しないことを考慮して、条件 εi(λ) < 3− 2

√
2 を次の十分条件で置き換える。

条件B：計算式 (10)において、|c1|, |c0|, |c2|, . . . , |cn|をそれぞれ |f̃1(λ)|の最小値と |f̃0(λ)|, |f̃2(λ)|, . . . , |f̃n(λ)|
の最大値で置き換えても εi(λ) < 3− 2

√
2が成立する。

条件 Bのチェックは時間がかかるので、その前に次の条件 B’を必要条件としてチェックする。

条件 B’： εi(1) < 3− 2
√

2

4. Taylor級数根を用いる方法

ベキ級数根の先頭の数項を使えば、F (x, b)の根の存在範囲をより狭く限定できるはずである。すなわち、
定理 3の系として、下記を追加する。

系 5

F (x, u) の展開点 a におけるベキ級数根を l 次、ただし l ≥ 1、で打ち切った “近似根” を φ
(l)
1 (u −

a), . . . , φ(l)
n (u− a) とする。λ は 0 ≤ |λ| ≤ 1 なる数とし、

P̃i(x, λ) = F (x + φ
(l)
i (λ(b− a)), a + λ(b− a)) (12)

とする。P̃i(x, λ)を (9)のように表し、εi(λ)を (10)で定める。λを 0から 1に到る複素平面上の経路に沿っ
て動かすとき、εi(λ) < 3−2

√
2であるならば、F (x+φ

(l)
i (b−a), b)の絶対値最小の根 β̂i (= βi−φ

(l)
i (b−a))

と αi が１対１に対応する。

5. 三つの方法の比較

まず、xに関して 10, 20, 50次 (項数はそれぞれ約 30, 30, 40) の２変数多項式を各 10個ずつランダムに
生成し、２～４章で提案した三つの方法について実験を行った。
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表１～３は a = 0とし、bを各表の第１段目にある値に設定して、三つの方法で解析接続した場合、|a− b|
がどの程度以下ならば接続できるかを表している。第２～４段目にある整数は、10個のサンプルのうち、全
ての根の接続が成功したサンプル数を表している。なお、F (x, 0)の根を求める為の計算時間は省いている。

表 1：Smithの定理に基づく方法

次数 平均時間 (sec) 0.100 0.033 0.010 0.003 0.001

10 0.021 2 6 2

20 0.056 3 4 3

50 0.260 2 5 3

表 2：最小根の上界定理に基づく方法

次数 平均時間 (sec) 0.100 0.033 0.010 0.003 0.001

10 0.031 3 6 1

20 0.121 3 2 4 1

50 0.974 1 2 4 3

表 3：Taylor級数根を用いる方法 (3次まで展開)

次数 平均時間 (sec) 0.500 0.200 0.080 0.050 0.020

10 0.138 3 6 1

20 0.377 7 2 1

50 2.182 3 7

次に、F (x, u) = x10 + (u − 2)x9 + (2u2 − 3u − 1)x8 + (u5 + 3u2 − 3)x5 − (u5 + 2u3 + 3u − 3)x3 +
(u4− 3u2 +5)x+(u5− 3u2− 7)に対し、その特異点の一つ u ' 1.843774074の近傍での接続状況を Taylor
級数根を用いる方法で調べた ( l 次まで展開、ただし l ≤ 4で、l = 0のときは実質的には最小根の上界
定理に基づく方法と同様)。ここで、a = 1.844 および a = 1.8438と二通りに固定して、それぞれに対し
b = a + w (w > 0)として実験を行った。表４はその結果で、w

(l)
maxは全ての根の対応づけに成功したとき

の wの最大値であり、T (l)は全ての根の接続に要した時間を表している。

表 4：特異点近傍における接続状況

a = 1.844 a = 1.8438

l w
(l)
max T (l) (sec) w

(l)
max T (l) (sec)

0 1.54× 10−4 0.041 1.77× 10−5 0.044

1 3.72× 10−4 0.071 4.29× 10−5 0.073

2 4.44× 10−4 0.082 5.12× 10−5 0.086

3 7.62× 10−4 0.091 8.85× 10−5 0.096

4 8.66× 10−4 0.106 9.97× 10−5 0.109

本章と２～４章の結果をまとめると、上述の三つの方法には次のことがいえる。

Smithの定理に基づく方法 :
1. 比較的次数の低い多項式での解析接続に有用である。
2. 全ての根に対し円盤を計算しなければ円盤の重なりが分らないので、特定の根だけの対応をつける
ときは余計な計算をすることになる。
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最小根の上界定理に基づく方法 :
1. Smithの定理に基づく方法よりも次数の高い多項式での解析接続で有効である。
2. 他の根の情報を必要とせず、単独の根の接続で無駄な計算をしない。

Taylor級数根を用いる方法 :
1. 性能 ÷コストの点で最小根の上界定理に基づく方法と有用性は大差ない。
2. 特異点の近傍における接続では有用であろう。

6. Puiseux級数根の接続

本章では一般性を失うことなく、F (x, u)は原点に特異点を持つとする。異なる特異点での Puiseux級数根
の接続は途中の非特異点を経由して行うので、本章では bは非特異点で |b| ¿ 1と仮定する。次に、原点が特
異点で fn(0) = 0となる場合、fn(u) = udf̃n(u), f̃n(0) 6= 0とおける。そこで、F̃ (x, u) = u(n−1)dF (x/ud, u)
と変換すると、F̃ (x, u) = f̃n(u)xn + fn−1(u)xn−1 + udfn−2x

n−2 + · · · となり、F̃ (x, u) の根を φ̃(u) とす
るとき、F (x, u) の対応する根 φ(u) は φ(u) = φ̃(u)/ud となる。したがって、一般性を失うことなく、本

章ではさらに fn(0) 6= 0 を仮定する。
原点が特異点で fn(0) 6= 0 の場合、f0(0) = f1(0) = · · · = fm−1(0) = 0, fm(0) 6= 0 を満たす 2 ≤ m ≤ n

なる整数 mが存在し、F (x, u)は原点で一般に Puiseux級数根を持つ。fj(u)の最低次数項の次数を ord(fj)
と表す。有理数 ν を次式で定め、下記の変換を行う。

ν
def= min{ ord(fj)/(m− j) | j = 0, 1, . . . , m−1 }, (13)

F̃ (y, u) = F (uνy, u)/uνm. (14)

このとき、F̃ (y, 0)では mよりも大きい次数の項は全て消え、F̃ (y, 0)は m 個の根を持つ（F (x, 0) の 0で
ない n−m 個の根は ∞ に移動する）。F̃ (y, 0) の単根は F̃ (y, u)の Taylor級数根を生成するので、３章と
４章で述べた方法で解析接続できる。F̃ (y, 0)の重根に対しては単根が現れるまで上記の変換を繰り返し行
う必要がある。なお、この方法では一部の根のみを扱うので、Smithの定理に基づく方法は使えないことを
注意しておく。
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