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1 はじめに

1変数代数方程式が多重度mの重根や近接根をもつときに、Durand-Kerner法 ([2], [3])などの数値解法
で計算された近似値の重根・近接根からの誤差は大体 O(m

√
εM)程度（εM は計算機イプシロンを表す）にな

ることが知られているが、これらの近似値に対して Smithの定理 [7]などを用いて計算される誤差上界は、
はるかに過大な見積もりになることがあり、見積もりの精度を改善するためのいくつかの方法が提案されて

いる（杉浦 [9]等を参照）。
佐々木・照井 [8]は、方程式が原点付近に重根や近接根をもつときに、ある条件下でそれらの “微小根”の

絶対値の上界や、それ以外の根の絶対値の下界を、方程式の係数から見積もる定理を与えた。本稿ではま

ず、この定理を応用し、1変数代数方程式の近接根の存在範囲の上界を計算する方法を述べる。
次に、近接根どうしの距離が比較的近い場合や、1個の近接根のまとまり（クラスタ）がさらに複数個の

異なる重根・近接根から成るときは、上述の定理をただちに適用できないことがある。本稿では、そのよう

な近接根をもつ多項式因子を与方程式から精度よく分離し、分離した因子に変数変換を行って各根間の距

離を “拡大”し、近接根の存在範囲の上界を再帰的に計算する。
近接根をもつ多項式因子の分離には、尾崎・佐々木 [4]による因子分離法を用いるが、この因子分離法は
拡張 Euclid互除法を用いているので、因子の次数が大きいと、因子を精度よく分離するのが困難な場合が
ある。本稿では、拡張 Euclid互除法に代えて、因子の係数に関する連立 1次方程式を数値解法で解くこと
により、次数が大きな因子を精度よく分離する方法について述べる。

2 1変数代数方程式の微小根の上界と近接根の計算への応用

2.1 1変数代数方程式の微小根の上界

P (x)を式 (1)で与えられる複素係数 1変数多項式とし、代数方程式 P (x) = 0を考える。

P (x) = cnxn + · · ·+ cm+1x
m+1 + xm + εm−1x

m−1 + · · ·+ ε0, cn 6= 0. (1)

このとき、εj (j = 0, . . . , m− 1)が cj (j = m + 1, . . . , n)に比べて十分小さければ、方程式 P (x) = 0の根
の中で絶対値の小さい方から m個の根は、複素平面上原点の近傍に存在すると考えられる。このような場

合の “微小根”の絶対値の上界と、それ以外の（原点から十分離れた位置に存在する）根の絶対値の下界は、
次の定理によって与えられる（証明は佐々木・照井 [8]を参照)。
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定理 1

eを正数とし、式 (1)における P (x)の係数が次の条件を満たすとする。

{
max{|cn|, · · · , |cm+1|} = 1,

e = max{ 1
√
|εm−1|, 2

√
|εm−2|, . . . , m

√
|ε0|} ¿ 1.

(2)

また、方程式 P (x) = 0の n個の根を ζ1, . . . , ζnとし、次式の大小関係が成り立つものとする。

|ζ1| ≤ · · · ≤ |ζm| < |ζm+1| ≤ · · · ≤ |ζn|. (3)

このとき、e ≤ 1/9ならば、|ζm|と |ζm+1|に対して次の不等式が成り立つ。

|ζm| <
1 + 3e

4

[
1−

√
1− 16e

(1 + 3e)2

]
, |ζm+1| >

1 + 3e

4

[
1 +

√
1− 16e

(1 + 3e)2

]
. (4)

上記の上界と下界は次式のように有理式で表すこともできる。

|ζm| < 2e ·
[

1
1 + 3e

+
16e

(1 + 3e)3

]
, |ζm+1| >

1
2

[
1− e(1− 9e)

1 + 3e
− 64e2

(1 + 3e)3

]
. (5)

2.2 定理 1を用いた近接根の存在範囲の計算

F (x)を式 (6)で与えられる複素係数 1変数多項式とする.

F (x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0

= (x− α1) · · · (x− αn).
(6)

ここで、方程式 F (x) = 0の根のうち α1, . . . , αm が近接根であるとする。本節では、このような方程式

F (x) = 0に対し、上述の定理 1を用いて近接根の存在範囲の上界を計算することを考える。そのためには、
基本的に次のような方法をとればよい。

アルゴリズム 1 (微小根の上界を用いた近接根の存在範囲の上界の計算)

[Step 1] 方程式F (x) = 0の根の近似値を数値解法で求め, α1, . . . , αnに対する近似値をそれぞれ ᾱ1, . . . , ᾱn

とおく。同時に、ᾱ1, . . . , ᾱnの誤差上界を求める（誤差上界の計算には Smithの誤差上界 [7]等を用い
る）。ここでは、ᾱ1, . . . , ᾱmが m個の近接根の近似値として検出されたものとする。ᾱ = (ᾱ1 + · · ·+
ᾱm)/mとおく。

[Step 2] F (x)に対し、式 (7)による変数変換を行った式 F̄ (x)を求める。

F̄ (x) = F (x + ᾱ) = xn + · · ·+ āmxm + ām−1x
m−1 + · · ·+ ā0. (7)

このとき、方程式 F̄ (x) = 0は複素平面上の原点付近に m個の近接根をもつこと、F̄ (x)のm− 1次
以下の係数は高次の係数に比べて微小になっていることに注意されたい。

[Step 3] 方程式 F̄ (x) = 0に対して定理 1を適用する。得られた原点付近の微小根の上界を βとおく。

[Step 4] Step 3より {x ∈ C | |x − ᾱ| < β}が与方程式 F (x) = 0の x = ᾱ付近の近接根の存在範囲とな

る。
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上記 Step 3において、F̄ (x)が式 (1)の形でない場合は定理 1を適用できないが、以下に述べる手順で変
数変換を行うことにより、F̄ (x)を式 (1)の形に変換することができる。

[Step 3a] F̄ (x)を 1/ām 倍した多項式を F̂ (x)とおく。

F̂ (x) = (1/ām)F̄ (x) = ânxn + · · ·+ âm+1x
m+1 + xm + âm−1x

m−1 + · · ·+ â0. (8)

[Step 3b] â = max{ n−m
√
|ân|, . . . , 1

√
|âm+1|}とおく。

[Step 3c] F̂ (x)に対し、Step 3bの âを用いて式 (9) による変数変換を行った式 F̃ (x)を求める。

F̃ (x) = âm · F̂ (x/â)

= (ân/ân−m)xn + · · ·+ (âm+1/â)xm+1 + xm

+ âm−1âxm−1 + · · ·+ â0â
m

= ãnxn + · · ·+ ãm+1x
m+1 + xm + ãm−1x

m−1 + · · ·+ ã0.

(9)

このとき、F̃ (x)は式 (1)の形をしており、式 (2)の係数条件を満たしていることに注意されたい。

[Step 3d] 方程式 F̃ (x) = 0に対して定理 1を適用する。得られた原点付近の微小根の上界を β̃とおく。

[Step 4′] Step 3dより {x ∈ C | |x− ᾱ| < (β̃/â)}が与方程式 F (x) = 0の x = ᾱ付近の近接根の存在範囲

となる。

3 アルゴリズム 1がうまく適用できない場合

本章以降では、F (x)がより一般的な形で与えられた場合を考える。

F (x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0

= (x− α1,1) · · · (x− α1,m1)(x− α2,1) · · · (x− α2,m2) · · ·
· · · (x− αk,1) · · · (x− αk,mk

),
m1 + · · ·+ mk = n, 1 ≤ mj ≤ n.

(10)

ここで αj,1, . . . , αj,mj (j = 1, . . . , k)はそれぞれ単根 (mj = 1)もしくは多重度 mj の重根か近接根とし、

F (x)は k個の異なる単根/重根/近接根をもつとする。このとき、数値解法を用いて重根・近接根の多重度
mjを正確に計算できたとしても、アルゴリズム 1を適用して重根・近接根の存在範囲を計算できるとは限
らない。なぜなら、定理 1における eの値が e ≤ 1/9を満たさなければ、原点付近に移動した重根・近接
根の絶対値の上界を見積もることができないからである。

定理 1における eの値が e ≤ 1/9を満たさないような状況は、次の場合に起こり得る。

• 重根・近接根 αj,1, . . . , αj,mj と他の重根・近接根の距離が比較的近い。

• αj,1, . . . , αj,mj がさらにいくつかの重根・近接根に分離される。

そこで、我々は、次の方針に従い、重根・近接根の存在範囲の上界を再帰的に計算することを考える。

1. F (x)の因子のうち、αj,1, . . . , αj,mj を根としてもつ因子を分離する。分離した因子を F̄j(x)とおく。

2. 分離した因子 F̄j(x)に対し、F̂j(x) = amj · F̄j(ax) (a ¿ 1)なる変数変換を適用させ、座標軸を “拡
大”させた多項式 F̂j(x)を求める。
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3. F̂j(x)に対してアルゴリズム 1を適用させ、重根・近接根の存在範囲の上界を計算する。

上記と同様に重根・近接根を再帰的に分離する方法は、佐々木・野田 [6]によって提案されている。（佐々
木・野田は、重根・近接根の分離に Euclid互除法に基づく近似無平方分解を用いている。）

4 近接根をもつ因子の分離と因子分離法の改善

本章では、F (x)の因子から、重根もしくは近接根である αj,1, . . . , αj,mj
を根としてもつ因子 Fj(x) =

(x − αj,1) · · · (x − αj,mj
)を分離する方法について述べる。数値解法で求めた αj,1, . . . , αj,mj

の近似値を

それぞれ ᾱj,1, . . . , ᾱj,mj
とおくと、これらの精度は mj

√
εM（εM は計算機イプシロン）程度なので、(x −

ᾱj,1) · · · (x− ᾱj,mj )は Fj(x)を精度よく近似しているとは言い難く、何らかの方法で Fj(x)に “より近い”
因子 F̄j(x)を計算する必要がある。
そこで、我々は、尾崎・佐々木 [4]による因子分離法を用いる。因子分離法の概要は次の通りである。F ,

G, H を一般に複素係数 1変数多項式とし、Gと H は互いに素で F = GH なる関係を満たすとする。そ

して、Gと H は未知であるが、G, H に “近い” F の因子としてそれぞれ Gj , Hj が与えられているとす

る。因子分離法は、以下の手順により G, Hに “より近い” F の因子 Gj+1, Hj+1を構成する反復算法であ

る（詳細は文献 [4]を参照）。

アルゴリズム 2 (因子分離法: Gj, Hj から Gj+1, Hj+1を構成するステップ)

lc(F ) = lc(Gj) = lc(Hj) = 1とする。（ lc(F )は F の主係数を表す。以下同様）

[Step 1] ∆j = F −GjHj とおく。

[Step 2] 拡張 Euclid互除法を用いて、式 (11)を満たす Aj , Bj を求める。（deg(Aj)は Aj の次数を表す。

以下同様） {
AjGj + BjHj = 1,

deg(Aj) < deg(Hj), deg(Bj) < deg(Gj).
(11)

[Step 3] Uj = rem(∆jBj , Gj), Vj = rem(∆jAj , Hj)とおく。（rem(∆jBj , Gj)は ∆jBj を Gj で割った多

項式剰余を表す。以下同様）

[Step 4] Gj+1 = Gj + Uj , Hj+1 = Hj + Vj とおく。

尾崎・佐々木 [4]によると、G, Hを近似する因子 G0, H0が与えられたときに、Gの零点と H の零点が

十分離れていれば、G0, H0にアルゴリズム 2を繰り返し適用させることにより得られる Gj , Hj はそれぞ

れ G, Hに 2次収束する。
ところが、我 が々尾崎・佐々木 [4]の実験例よりも次数の高い多項式 (deg(F ) = 30, deg(G) = 10, deg(H) =

20程度）に対して因子分離法を適用させたところ、Gと Hが互いに素であるにもかかわらず、アルゴリズ

ム 2を適用させても因子Gj+1, Hj+1の精度が改善されない例が見られた。このような例の計算過程を検討

した結果、Gj+1, Hj+1の精度向上が妨げられている原因として、アルゴリズム 2 の Step 2および 3にお
ける多項式剰余（列）の計算の結果、修正量 Uj , Vj の係数精度が低下した可能性が考えられた。

このような問題の対策として、これまでに、多項式剰余列を安定に生成させるための方法（例えば大迫・

杉浦・鳥居 [10]を参照）が提案されている。一方で、問題を連立 1次方程式の解法に帰着させ、安定した数
値解法を用いて解を精度よく計算する方法も提案されている（例えば Panは 1変数多項式の近似 GCD計
算を Toeplitz行列の解法に帰着させる算法を提案している [5]）。修正量 Uj , Vj の係数は、Gj , Hj , Uj , Vj ,
∆j の係数に関する連立 1次方程式を解くことにより求まる。
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Gj , Hj , Uj , Vj , ∆j を式 (12)のように表す。

{
Gj(x) = xk + gk−1x

k−1 + · · ·+ g0

Hj(x) = xn−k + hn−k−1x
n−k−1 + · · ·+ h0

,

{
Uj(x) = uk−1x

k−1 + · · ·+ u0

Vj(x) = vn−k−1x
n−k−1 + · · ·+ v0

,

∆j(x) = δn−1x
n−1 + · · ·+ δ0.

(12)

すると、Uj , Vj の各係数 ul, vlは連立 1次方程式 (13) を満たす。




1 1

gk−1
. . . hn−k−1

. . .
...

. . . 1
...

. . . 1
...

. . . gk−1

...
. . . hn−k−1

g0
. . .

... h0
. . .

...
. . .

...
. . .

...
g0 h0







vn−k−1

vn−k−2

...
v0

uk−1

uk−2

...
u0




=




δn−1

...

...

...

...

...
δ0




. (13)

よって、アルゴリズム 2の Step 2および 3を次の計算で置き換える。

[Step 2′] Gj , Hj , Uj , Vj , ∆j の係数に関する連立 1次方程式を解くことにより、Uj および Vj の係数を求

め、Uj , Vj を構成する。

我々が行った実験では、NSL (Nara Standard Lisp, SPARCアセンブリ言語版) 上で動作する数式処理シ
ステムGAL (General Algebraic Language/Laboratory)に実装された因子分離法のプログラムを用いてい
るが、今回、上記 Step 2′の部分を CLAPACK 3.0 [1] を用いて実装を行い、これまでの因子分離法のプロ
グラムに加えた。その結果、deg(F ) = 30, deg(G) = 10, deg(H) = 20程度の例で、従来の因子分離法では
分離精度（残差∆j のノルム）が 10−3以上でしか分離できなかったものが、今回一部変更した因子分離法

により、分離精度 10−16 程度（εM と同程度）で分離できるようになった。

以上より、F (x)から αj,1, . . . , αj,mj を根としてもつ因子 Fj(x)の近似因子 F̄j(x)の分離は次の手順にし
たがって行う。

アルゴリズム 3 (因子分離法を用いた F̄j(x)の分離)

[Step 1] G0(x), H0(x)を次式で定義する。

G0(x) = (x− ᾱj,1) · · · (x− ᾱj,mj ), H0(x) =
k∏

i=1,6=j

(x− ᾱi,1) · · · (x− ᾱi,mi). (14)

[Step 2] F (x)に対し G0(x), H0(x)を初期因子としてアルゴリズム 2を繰り返し適用させる。

[Step 3] アルゴリズム 2 を l回実行後、残差∆l(x)のノルムが十分小さくなったところでアルゴリズム 2
を終了し、F̄j(x) = Gl(x)とおく。
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