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1 はじめに

差分方程式の保存量を求めることは、その方程式自身の可積分性を知る上で重要であるばかりでなく、現

実の現象を記述する微分方程式の差分スキームとしての安定性を議論する上でも欠かせないものである。多

項式型の微分方程式や差分方程式に対しては計算機を用いて具体的な多項式型の保存量を求めるためのア

ルゴリズム及びその数式処理プログラムが幾つか開発されている。また、多項式型の微分方程式を差分化

したからといって、その差分方程式や保存量は多項式型になるとは限らず、有理型になることもある。本研

究においては一変数有理型差分方程式の保存量の性質を調べ、その性質を用いて具体的な保存量を求める

ための数式処理プログラムを数式処理システム（REDUCE）上にインプリメントした。開発したプログラ
ムは、与えられた方程式の保存量を自動的に求めるものである。

2 有理型の保存量

次の非線形振動方程式
d2

dt2
x = −αx− βx3, 　　α, βは正の定数, 　 (1)

の保存量Hは次式で与えられることが知られている、

H =
1
2
(
dx

dt
)2 +

1
2
αx2 +

β

4
x4. (2)

Hirota による差分化を用いると、（1）式は次のように差分化される

x(t + δ) + x(t− δ)
1− βδ2b1x(t + δ)x(t− δ)

=
2x(t)A0

1 + β2b2x(t)2
. (3)

ここで、A0 = (1− 2αδ2a2)/(1 + 2αδ2a1), a1 + a2 = 1/2, b1 + b2 = 1である。
x(t± δ) = xm±1を用いて（3）式を書き換えると次式が得られる，

xm+1 =
2A0xm − xm−1 − b2βδ2x2

mxm−1

1− 2A0b1βδ2xmxm−1 − b2βδ2x2
m

. (4)
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この差分方程式の保存量は

Hm =
x2

m −A0xmxm−1 + x2
m−1 + βδ2(b1 + b2)x2

mx2
m−1

1 + 2A0b1βδ2xmxm−1 − b1b2β2δ4x2
mx2

m−1

(5)

となることが Hirotaによって示されている。これは連続の場合の保存量（2）の差分版であり、b1 6= 0, δ 6= 0
のとき保存量は有理式になる。また、差分方程式（4）は次の二つ性質を持っている：[1]陽的（explicit）で
ある、[2]時間反転（δ → −δ）に対して不変である。

3 保存量の構成

時間が連続のときの保存量Hが x, dx
dt の多項式であっても、対応する差分方程式の保存量Hmは xm, xm−1

の多項式とは限らず、一般には xm, xm−1の有理式で表される可能性がある。まず最初に性質 [1]をもつ陽
的な２階差分方程式

xm+1 =
F (xm, xm−1)

G(xm, xm−1)
(rank 1/rank 0) (6)

の保存量を考える。ここで、F および Gは xm, xm−1 の多項式とする。この式の両辺に Gをかけると、

xm+1, xm, xm−1に関する多項式型の差分方程式 R(x1
m+1, xm, xm−1) = 0（以下 R = 0と略す）が得られ

る。ここで、R(xP
l , . . .)は Rが xlに関しては P 次の項のみを含むことを意味する。

次に RANK k (rank k/rank 0)の保存量が次の有理式で表されると仮定する：

Hk
m =

∑lk
j=k

∑j
i=0 ci,j,kδj−kxi

m−1x
j−i
m

1 +
∑l̃k

j=0

∑j
i=0 di,j,kδjxi

m−1x
j−i
m

, (7)

ここで、ci,j,k, di,j,k は定数、lk, l̃k は適度な正の整数である。これらが差分方程式 R = 0の保存量であれ
ば、∆Hk

m = Hk
m+1 −Hk

m ∝ R(x1
m+1, xm, xm−1)と表されるはずである。具体的な保存量を求める方法は

次の２つ stepからなっている。[Step 1]保存量として未定係数を含んだ（7）式の形を仮定する、[Step 2]
∆Hk

m = 0となるように未定係数を決める。ところが Step１において多くの未定係数が入ると、Step ２で
用いる Gröbner基底計算に膨大な時間がかかってしまう。そこで、本研究においては、まず陽的な差分方

程式が得られるための保存量の構造を調べ、該当する差分方程式に対しては、その範囲で具体な保存量が

存在するかを調べることにする。陽的な差分方程式を与える保存量の候補としては次のようなものがある。

候補１．

多項式型の保存量 hm

I. hm = xm +
∑n

i=0 ciδ
ixi+1

m−1、又は hm = xmxm−1。

これらの hmに対して時間差分を計算すると

∆hm ∝ R(x1
m+1, xm, xm−1, δ)

となる。 hmが保存量であれば、∆hm = 0 → R = 0 → xm+1 = F (xm, xm−1)が得られる。
II. hm =

∑n
i=0 δixi

m−1(ci,1xm + ci,2xm−1)、又は hm =
∑n

i=0 ciδ
ixmxi+1

m−1。 　

hmの時間差分を計算すると

∆hm ∝ R(x1
m+1, xm, xm−1, δ)

となる。 hmが保存量であれば、∆hm = 0 → R = 0 → xm+1 = F (xm, xm−1)/G(xm)が得られる。
有理式型の保存量 hm
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III. hm =

n∑

i=0

δixi
m−1(ci,1xm + ci,2xm−1)

1 +
l∑

j=1

δjxj−1
m−1(dj,1xm + dj,2xm−1)

、又は hm =

n∑

i=0

ciδ
ixmxi+1

m−1

1 +
l∑

j=1

δjxj−1
m−1(dj,1xm + dj,2xm−1)

。

hmの時間差分を計算すると

∆hm ∝ R(x1
m+1, xm, xm−1, δ)

となる。 hmが保存量であれば、∆hm = 0 → R = 0 → xm+1 = F (xm, xm−1)/G(xm, xm−1)が得られる。
また、hmだけではなく、h2

m および h2
m/(1 + δhm)の時間差分により、次のような新たな陽的な差分方程

式が得られる。

A(hm)： ∆hm = hm+1 − hm = R、R = 0に対する保存量は hmである。

B(h2
m)： ∆h2

m ∝ (hm+1 − hm)(hm+1 + hm) = R ∗R′、R′ = hm+1 + hm = 0に対する保存 　量は h2
mであ

る。

C(h2
m/(1 + δhm)): ∆(h2

m/(1 + δhm)) ∝ (hm+1 − hm)(hm+1 + hm + δhm+1hm) = R ∗ R′′ 、 　R′′ =
hm+1 + hm + δhm+1hm = 0対する保存量は h2

m/(1 + δhm)である。
I, II, III 型の保存量 hmを基にして A,B, Cによって生成される差分方程式（6）は次の表で与えられる：

　 　　　I(hm) 　　II(hm) 　　III(hm)

A F (xm, xm−1)(以下 F と略す) F/G(xm) F/G(xm, xm−1)

B F F/G(xm) F/G(xm, xm−1)

C F/G(xm, xm−1) F/G(xm, xm−1) F/G(xm, xm−1)

Hm = hm(, h2
m, h2

m/(1 + δhm))は対応する差分方程式 R(, R′, R′′) = 0の保存量であるので、与えられた差
分方程式 Rg = 0がそれらの差分方程式 R(, R′, R′′) = 0に一致すれば、その保存量は上記のような形とし
て求められる。

次に性質 [2]（時間反転（δ → −δ）に対して不変である）をもつ差分方程式

R(xm+1, xm, xm−1, δ) = 0, (8)

を取り扱う、Rは性質 [2]により，時間反転 (δ → −δ)に対して不変であるので，次式を満たす，

R(xm+1, xm, xm−1, δ) = R(xm−1, xm, xm+1,−δ) = 0 　. (9)

また、Hm(xm, xm−1, δ)が差分方程式の保存量であれば、

∆Hm(xm, xm−1, δ) = 0, (10)

Hm(xm+1, xm, δ)−Hm(xm, xm−1, δ) ∝ R(xm+1, xm, xm−1, δ) (11)

となり，時間反転（δ → −δ）および（9）を用いると、（11）式は

Hm(xm−1, xm,−δ)−Hm(xm, xm+1,−δ) ∝ R(xm−1, xm, xm+1,−δ) = 0 (12)

となる。即ち， ∆Hm(xm, xm−1, δ) = 0 → ∆Hm(xm−1, xm,−δ) = 0

このことよりHm(xm−1, xm,−δ)も保存量であることが分かる。これは保存量の対称性とよばれる。以下、
H̄m(xm, xm−1, δ) = Hm(xm, xm−1, delta) |m↔m−1,δ→−δ= Hm(xm−1, xm,−δ)とおく。有理型関数Hm

Hm =
fe + fo

ge + go
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が保存量であれば、
H̄m =

f̃e − f̃o

g̃e − g̃o

も保存量となる。ここで、fe, fo, ge, goは xm, xm−1に関する多項式である。

fe(xm, xm−1, δ
2k)は δに関する偶関数であり、fo(xm, xm−1, δ

2k−1)は奇関数である (k = 1, 2, . . .)。ge, go

も同様である．また、上記における記号”～”は

f̃ = f̃(xm, xm−1, δ) = f(xm, xm−1, δ) |m↔m−1= f(xm−1, xm, δ)

として定義する。Hmと H̄mの和又は差もまた保存量であり、これらを次のように定義する。

Ĥ±
m = Hm ± H̄m

=
fe + fo

ge + go
± f̃e − f̃o

g̃e − g̃o

=
feg̃e − feg̃o + fog̃e − fog̃o ± (f̃ege + f̃ego − f̃oge − f̃ogo)

geg̃e − geg̃o + gog̃e − gog̃o

ここで、fe, fo, ge, go, . . .等を単項式（gei, g̃ei）を用いて展開すると、

geg̃e = (ge1 + ge2 + · · · )(g̃e1 + g̃e2 + · · · )
= ge1g̃e1 + (ge1g̃e2 + g̃e1ge2) + ge2g̃e2 + · · · (13)

gog̃oも同様。

feg̃e + f̃ege = (fe1 + fe2 + · · · )(g̃e1 + g̃e2 + · · · ) + (f̃e1 + f̃e2 + · · · )(ge1 + ge2 + · · · )
= (fe1g̃e1 + f̃e1ge1) + (fe1g̃e2 + f̃e1ge2)

+(fe2g̃e1 + f̃e2ge1) + (fe2g̃e2 + f̃e2ge2) + · · · (14)

fog̃o + f̃ogoも同様。

feg̃o − f̃ego = (fe1 + fe2 + · · · )(g̃o1 + g̃o2 + · · · )− (f̃e1 + f̃e2 + · · · )(go1 + go2 + · · · )
= (fe1g̃o1 − f̃e1go1) + (fe1g̃o2 − f̃e1go2)

+(fe2g̃o1 − f̃e2go1) + (fe2g̃o2 − f̃e2go2) + · · · (15)

fog̃e− f̃oge及び geg̃o− g̃egoも同様。以上をまとめると、保存量の式の中の全ての項が pair（例えば、偶関
数の場合 δ2x2

mxm−1と δ2xmx2
m−1、奇関数の場合 δx2

mxm−1と δxmx2
m−1）で存在し、次のように表される，

Hm =
偶同奇反 　or 　偶反奇同

偶同奇反
.

ここで、偶関数（偶）と奇関数（奇）の係数の絶対値は同じで、その符号は同じ（同）か、反対（反）であ

る。このことにより IIIの有理型保存量は対称性を付加すると、保存量は次のように表される、

H1
m,1 =

xm + xm−1

1 + c1δ(xm − xm−1) + c2δ2xmxm−1
, (16)

H1
m,2 =

xm − xm−1 + c3δxmxm−1

1 + c4δ(xm − xm−1) + c5δ2xmxm−1
, (17)

H2
m =

xmxm−1

1 + c6δ(xm − xm−1) + c7δ2xmxm−1
, (18)

VIII-4



60

Hm = f/gが保存量であれば、f/(g + cf) (cは定数)も保存量であるので、式（17）は次のように簡約さ
れる、

H1
m,2′ =

xm − xm−1 + c′3δxmxm−1

1 + c′5δ2xmxm−1
, (19)

また、（18）は次のようになり、
H2

m′ =
xmxm−1

1 + c′6δ(xm − xm−1)
, (20)

対称性を持つ有理型保存量 hmは以上のように 3つの形、即ちH1
m,1, H

1
m,2,H

2
mで表される。

候補 2．

次に差分方程式 xm+1 − xm−1 = 0を考えると、次のような多項式型保存量が存在する。
RANK 1: h1

m = xm + xm−1

RANK 2: h2
m = x2

m + x2
m−1, xmxm−1

. . .

RANK n: hn
m = xn

m + xn
m−1, xmxm−1(xn−2

m + xn−2
m−1), . . . , x

k
mxk

m−1(x
n−2k
m + xn−2k

m−1 ), . . . .
　　　　　　　　　k = 0, 1, . . . , [n/2].
差分方程式 xm+1 − xm−1 = 0の任意の保存量を組み合わせた有理式Hk

mもまた保存量であるので，これら

の保存量の時間差分は xm+1 − xm−1に比例する（∆Hk
m ∝ xm − xm−1）。Hk

mが Hk
m(x2

m, x1
m, xm−1)であ

ることを考慮して時間差分を計算すると、

∆Hk
m ∝ Q(x2

m+1, x
1
m+1, xm, xm−1) ∝ (xm+1 − xm−1)R(x1

m+1, xm, xm−1)

となり、保存量は次のようになる。ここで、Qは xm+1, xm, xm−1の多項式関数で、Rは陽的な差分方程式

である。

多項式型

RANK 2:
H2

m = x2
m + x2

m−1 + c̃0xmxm−1

RANK 3:
H3

m = x2
mxm−1 + xmx2

m−1

有理式型

RANK 2:

H2
m =

x2
m + x2

m−1 + c̃1xmxm−1 + c̃2δ(x2
mxm−1 + xmx2

m−1) + c̃3δ
2x2

mx2
m−1

W2

RANK 3: H3
m =

x2
mxm−1 + xmx2

m−1

W3

RANK 4: H4
m =

x2
mx2

m−1

W4

ここで、

Wk = 1 + dk,1δ(xm + xm−1) + dk,2δ
2(x2

m + x2
m−1) + dk,3δ

2xmxm−1

+dk,4δ
3(x2

mxm−1 + xmx2
m−1) + dk,5δ

4(x2
mx2

m−1) (k = 2, 3, 4)

また、対称性を考えると、有理型の保存量は次のようになる。

RANK 2:

H2
m =

x2
m + x2

m−1 + c̃4xmxm−1 + c̃5δ
2x2

mx2
m−1

1 + d1δ2(x2
m + x2

m−1) + d2δ2xmxm−1 + d3δ4x2
mx2

m−1

RANK 3:

H3
m =

x2
mxm−1 + xmx2

m−1

1 + d4δ2(x2
m + x2

m−1) + d5δ2xmxm−1 + d6δ4x2
mx2

m−1

RANK 4:

H4
m =

x2
mx2

m−1

1 + d7δ2(x2
m + x2

m−1) + d8δ2xmxm−1 + d9δ4x2
mx2

m−1

与えられた差分方程式が R = 0に一致すれば、その保存量は上記のような形として求められる。
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4 実行結果

差分方程式（4）を取り上げる。保存量を求めるには、以下のようなコマンド実行すればよい。

f:=x1(2)+x1(0)-2*a0*x1(1)+w*ad!#**2*x1(1)*(2*a0*b1*x1(2)*x1(0)

+b2*x1(1)*(x1(2)+x1(0)))$

sbcd f$

ここで、x1(n) = xm+n−1 (n = 0, 1, 2), ad!# = δ, w= β, a0= A0。結果は以下のとおりである。

++++++ conserved density ++++++

2 2 2 2 2 2 2

cd!#(1) = (x1(1) *x1(0) *ad# *b1*w + x1(1) *x1(0) *ad# *b2*w + x1(1)

2 2 2 4 2

- 2*x1(1)*x1(0)*a0 + x1(0) )/(x1(1) *x1(0) *ad# *b1*b2*w

2

- 2*x1(1)*x1(0)*a0*ad# *b1*w - 1)

5 おわり

本研究では陽的な差分方程式の保存量を求めるためにまず保存量の構造を調べ、その候補となるものを

いくつか示した。その他の候補としてどのようなものがあるかは今後課題である。
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