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1 はじめに

本稿ではコンピュータ作図における無限回の工程およびその極限を指定する方法とその実装について述

べる．

コンピュータ作図はグラフィックによるユーザインタフェース（GUI）により定規やコンパス等に相当す
る限定されたコマンドを使って描画を行なうものである．紙に描く作図との大きな違いは作図工程の起点

となる点の配置をあとから変更できることである．たとえば，角の二等分角を作図する作業が終ったあとで

所与の角を変更したとき，ユーザは同じ作業を繰り返すことなく新しい二等分角を得ることができる．この

ような機能を実現するには, 作図コマンドの発行によって生成される幾何学的制約をコンピュータが記録し
ておき，変更の要求に応じて制約の依存関係を手繰り寄せ影響を受ける部分を抽出して再実行すればよい．

作図におけるこのような再利用のしくみをさらに積極的に利用しようとする立場では起点の（可変の）初

期配置を入力，作図で最終的に得られる図形を出力とするような関数を考え，作図をその関数のプログラ

ムとみなす [1][2]．Jackiwらは物体（図形）の影や遠近図法への応用を示した [1]．（光源や消失点の位置変
更に応じて影や構図が変化する．）著者らの PDraw [2]は再帰と条件分岐を含む図形書き換え規則にもとづ
いており幾何学的制約に加えて（辺の数などに符号化するかたちで）算術的制約も利用できる．

作業工程がそのままプログラムとしてつかえる反面，作図可能性の限界により応用範囲が限定されてい

る．そこでコンピュータ作図の操作性と再利用の利点を生かしながらいかにして表現力を向上させるかが

問題になる．

本研究はプログラムとみなした作図に（プログラミング言語的な要素である）不動点計算をいわば逆輸入

して作図の表現力の拡大を試みるものである．具体的には，作図工程が意味する関数達に作用する不動点

作用素を導入し，それに図形的な表現を与える．不動点作用素は操作的には無限の繰り返しを意味するが，

同時にこの繰り返しによって生成される点列の極限を戻り値として記号的に生成する．コンピュータ作図に

おける実装では通常の交点の計算などと同じく，不動点作用素の使用を記号的に記録しておいて，繰り返し

と極限の実際の計算は画面の広さや解像度に応じて必要な回数／精度だけ行なう．これにより実際の計算は

有限時間で終り，生成された極限は直ちに引き続く工程で利用できる．これに対して無限の計算をおこなう

理想的な装置を極限コンパスと呼ぶことにしよう．本研究は極限コンパスの，コンピュータ作図としての実

装であるということができる．

コンピュータ作図システム LIMITは極限コンパスを実装した実験用システムであり，極限コンパスのた

めの GUIも備えている．角の 3等分や自然対数の底（Napier数）の作図などを描画操作だけで行なうこと
ができる．

もとより作図は幾何学的関係の証明であるからこれをプログラムとして利用することは自然である．こ

れをさらに計算論的に拡大することにより計算に適した幾何学構築できる．以下の節では通常のコンピュー
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−→ Node Node はユーザが置いた点（自由点）.
(Circle1, Circle2) −→ Node Node は Circle1 を左に見た時の下側の交点.

(Circle, Line) −→ Node Node は Lineの向きになぞって最初の交点.
(Line,Circle) −→ Node Node は 上でない方の交点．

(Line1, Line2) −→ Node Node は Line1,Line2の交点.
(Node1, Node2) −→ Line Line Node1 から Node2に向いた直線.

(Node1, Node2) −→ Circle Circle’の中心 Node1，半径は Node1,Node2の距離.

表 1: 依存関係とその意味

タ作図システムの実装からはじめて不動点作用素の定義，不動点図形のデザインの順に極限コンパスの実

装をみていくことにする．

2 依存木

依存木はコンピュータ作図の実装で工程の保持に用いられる典型的なデータ構造である（ [1]など）．こ
こでは後のために実際に LIMIT で用いた依存木とその記法を導入しておく．

作図作業の各ステップは図形や点の間の依存関係をつくりだす．たとえば，円 C1,C2からそれらの交点

N をつくった場合これらの間の依存関係を

(C1, C2) −→ N

のように表す．正確には，この表式は C1を左に C2を右に見た時二つの交点のうち下側のものが N である

ことを意味するものとする．同様に N が上側であるときには

(C2, C1) −→ N

と書く．われわれは直線と円しか考えないので通常の作図で生成される依存関係 DEP はつぎのようなも

のに限る．

Fig ::= Line|Circle

DEP ::= −→ Node

| (Fig1, F ig2) −→ Node

| (Node1, Node2) −→ Fig,

ここで Node， Line ，Circle はそれぞれ交点，（有向）直線，円である．すべての DEP の意味は表 2に
示す．

作図作業の依存木はその作業の間に生成された依存関係すべての集合で定義される．
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例

図 1（左）は角の 4等分の作図を示したもので
ある．作図工程の依存木は図式的に図 1（右）
に示した．図 1（右）で楕円 1とそれに入って
くる 2本の矢印の始点の楕円 2，楕円 3は依存
関係

(楕円 2,楕円 3) −→楕円 1

を表す．楕円 2,楕円 3の順は楕円 1に入ってく
る矢印のやじりの順（左から右）．入ってくる

矢印のない楕円は自由点を表している．
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図 1: 角の 4等分の作図（左）と依存木（右）．

3 不動点作用素

依存木に作用する不動点作用素を考えれば無限木を表現することができる．抽象的には不動点作用素Fix

は次の等式で特徴づけられる．

(∀f)Fix(f) = f(Fix(f))

依存木の場合の対応する等式を図式的に描いたものが図 2 である．図 2で f や gは依存木の部分，細い矢

印は依存関係の矢印の束である．Fixでは繰り返すべき工程 f の開始点達と終点達を指定する．工程 f の

終点達は次に繰り返される f の開始点達でなければならないので開始点の数は終点の数と一致しこの数は

不動点作用素の arityと呼ばれる．不動点作用素は arity kを明示して Fix/kと書かれることもある．gは

工程内で生成される図形ないし点（以下オブジェクト）ではなく工程で参照される（すなわち依存関係の左

辺にのみ現れる）だけのオブジェクト達を意味する．f と gは f の開始点達と終点達を指定すれば一意に

定まることに注意せよ．このことにより不動点作用素の図形化が可能になる．図形化に先だって，不動点作

用素による繰り返し指示を一つの作業として依存木に加えられるようにしておこう．不動点作用素がつくる

依存関係を

(s1, t1, . . . , sk, tk) −→ Fix/k.

のように書くことにする．ここで {si}, {ti}は開始点の集合と終点の集合で同じ添字は対応を示すものと
する．
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図 2: 依存木上の不動点作用素 Fixを特徴づける等式．

例

角の 4等分の作図（図 1（左））で 6 p1Oq1 からその

4分の 1の角度 6 p2Oq2を作図したのと同じ手順でそ

の 6 p2Oq2からさらにその 4分の 1を作り · · ·という
風に繰り返す場合を考えよう．このばあい，開始点は

p1, q1であり終点は p2, q2であるので

(p1, p2, q1, q2) −→ Fix/2

を付け加えればよい．この依存関係およびこれにより

繰り返される部分を図 3 に示す．
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図 3: 角の 4等分の作図に Fix/2を加えた依存木．繰り返される工程部分を影つきで示す．

4 不動点図形

不動点作用を用いるにあたっては開始点のリスト（順不同）と対応する順の終点のリストを指定すれば十

分であることがわかったのでこれらの点を頂点とし頂点間の対応関係がわかる図形をデザインすれば不動

点作用素の図形化は完了する．これに極限を指し示す頂点を追加したものを不動点図形と呼ぶ．LIMIT で

は工程の終点達のうち第一のものが繰り返しのたびに生成されてできる点列にたいしてのみ極限をもしあ

れば生成する．このため第一のものであることが図形中で表される．

LIMIT で用いた不動点図形 Fix/3を図 4に示す．図 4で波線でつながった点は開始点達，それらを始点
する矢印は対応する終点をやじりに持つ．これらの矢印のうち丸がついたものが第一の開始点／終点であ

る．丸印つき矢印のやじりから更にのびた二重やじりの矢印はその極限を指し示す．

図 4: 不動点図形 Fix/3．
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LIMIT では極限はまた通常の点と同様にべつの工程の起点になる．このばあい依存関係 DEP としては

Fix/kが Nodeとして取り扱われ，左辺に現れることになる．

図 3の例でさらに原点 Oと極限を結ぶ直線 lを引いた場合，Fix/3図形を F として

(O, F ) −→ l

が依存木に追加される．

これで繰り返しとその極限のモデル化と図形化が完了した．つぎにこれらが実際のエディタ LIMIT でど

のように使用されるかを見てみよう．

5 使用例

角の 3等分

LIMIT において，図 1の工程が終了した状況で前節図 3 に表されるような繰り返しを指示してみよう．
ユーザは Shiftキーを押しながら，p1から p2にドラッグし引き続き Shiftキーを押したままで q1から q2に

ドラッグすることで根元が波線でつながった 2本の矢印を描画する．描画完了と同時に指示された繰り返し
工程が起動する．このばあいは収束して極限が生成され，2重矢印が現れる．実行後の画面を図 5に示す．
極限だけが欲しい場合は当該不動点図形を選択しそれに由来する繰り返し工程を隠すこともできる．（図 5
左．）

図 5: 角の 3等分．繰り返し部分非表示（左）と表示（右）．

自然対数の底（Napier数）

図 6 に Napier 数 e の作図の概略を依存木で示す．

LIMIT における実際の作図を図 7に示す．この図の
場合，Fix/4を含めて 51ステップの工程のうち繰り
返し部分は 29．繰り返し 9回で 1.7182821 ≈ e− 1
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図 6: Napier数 eの依存木の概略. Succ, +, ×,and 1/x はそれぞれ後継（+1）, 和, 積, 逆数である．詳
細略．
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図 7: Napier数．繰り返し部分非表示（左）と表示（右）．左で原点 O と二重矢印の先との距離が e− 1.

6 実装

開始点のリスト S = [s1, · · · , sk]と終点のリスト T = [t1, · · · , tk]から繰り返し部分を集める手順を述べ
ておく．依存木を図 1のような図で表した時，（依存木の）節点の間の順序について，二つの節点 A,Bが矢

印で A −→ Bのように結ばれているとき，または Aから B 矢印をたぐっていけるときに A > Bと定義す

る．S, T に関する仮定として si > ti(i = 1, · · · , k)とする．si ≤ tj なる i, j(i 6= j)があってもよい．節点全
体の集合を X,節点の集合 Aにたいして次の記号を用いる．

Down(A) = {x ∈ X|∃(a ∈ A)a > x}\A

Up(A) = {x ∈ X|∃(a ∈ A)a < x}\A
いま，仮定を満たす S, T に対して，

Mid(S, T ) = Down(S) ∩ Up(T )

と定義する．一回の繰り返しでコピーすべき節点の集合 Genは,

Gen = (Mid(S, T ) ∪ T )\S

で表される．Genのすべての要素についてその直接の親（入ってくる矢印で直接つながった相手）が Sの

要素であるかコピー済みの節点であるか，外部参照の節点であるかのいずれかの場合にあてはまるものか

らコピーしていけばよい．

7 議論

本稿では作図における工程の無限回の繰り返しを不動点作用素でモデル化し，それを図形化して単純な

描画操作で指定できる GUIを設計した．
今回は簡単のため無限回の繰り返しのみで実装を行なったが，停止判定のモデル化（図形化）を追加すれ

ば，有限回の繰り返し指示も可能であると予想される．

今回は論理との対応関係は綿密には行なわなかった．通常の型つきプログラミング言語（たとえば ML
など）では不動点作用素の導入は型の体系に矛盾を生じることが良く知られている．作図プログラミング

の場合，論理に相当するものは幾何学であるので，このことは極限が存在しない（幾何学意味を持たない）

ことを意味する．帰納的定義を導入した作図の（幾何学的）意味論の詳細は別の機会に譲る．

計算論的な体系で幾何学を記述することは，検証や合成など計算機による機械的な加工技術を利用でき

るようにするのが狙いであった．今後描画エディタやグラフィクスへの応用を検討してゆく予定である．
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