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特集記事＜統計科学と数式処理＞

ゾーナル多項式の数式処理と最小固有値分布の計算

橋口博樹 ∗

埼玉大学

概 要

We explain a generating algorithm for the expansion of zonal polynomials in terms of el-
ementary symmetric functions. Numerical computation on the distribution of the smallest
latent root of Wishart matrices is discussed as an application of the calculation of zonal poly-
nomials. We also explain the role of computer algebra systems in such computations.

1 はじめに
ゾーナル多項式は，多変量正規母集団下で共分散行列の分布，特に固有値分布を記述する

重要な多項式である．この多項式は，James[10]によって，一般線形群と直交群に関する表

現論を利用して導出された．James[10]以降，共分散行列の固有値に関する多くの統計量が，

ゾーナル多項式を使って求められている (Constantine[1],早川 [6, 7], James[11])．しかしゾー

ナル多項式の数値計算の困難性から，1960, 1970年代での高次ゾーナル多項式の計算実現は，

Sugiyama[25]の 2変数で 200次の場合に限られる．この Sugiyama[25]の計算方法を利用し

て，Sugiura[23]では，2変数の場合に最大固有値，最小固有値の分布を数値計算し，基本統計

量など分布の様相を調べている．なお，低次の場合では，12変量，12次までは，McLaren[17]

でプログラムが実装されている．

3変量以上のゾーナル多項式の数値計算は，Hashiguchi and Niki [2]，Hashiguchi, Nakagawa

and Niki[3]で実装され，これを利用した最大，最小固有値の分布の数値計算がHashgiuchi and

Niki[4]で行われている．これら 3変量以上の成果は，数式処理システムの支援によるところ

も大きい．

一方，Jack[8, 9]は，James[10]のゾーナル多項式を拡張して，後にジャック多項式と呼ばれ

るパラメータ α付きの対称式を導入した．α = 2のとき，ジャック多項式はゾーナル多項式と

なり，さらに α = 1のときシュアー多項式（複素ゾーナル多項式），α = −1のとき，Kendall

and Stuart[14]で扱われている拡延対称式となる．Jack[9]では，拡延対称式からベキ和多項

式への相互変換方法が述べられており，これは，中川，仁木 [19]の多変量拡延対称式，多変

量ベキ和多項式の相互変換アルゴリズムの一変量版に相当する．ジャック多項式の組合せ論
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的な性質は Stanley[22]で解明され，Koef and Edelman[16]は Stanley[22]の結果を利用して，

ジャック多項式の計算方法の提案と固有値分布の計算を行っている．

本論文では，著者らの結果（Hashiguchi and Niki [2]，Hashiguchi et al.[3], Hashgiuchi and

Niki[4]）を中心に解説する．ゾーナル多項式計算のためのアルゴリズムの構築とウィシャー

ト行列の最小固有値分布の数値計算について，数式処理システムの活用方法についても述べ

る．2節では，ゾーナル多項式の定義と基本対称式で展開するための方法論を述べ，3節で

最小固有値分布の数値計算を行う．

2 ゾーナル多項式
次数 k > 0，長さ m > 0以下の分割全体の集合を

Pk
m =

κ = (κ1 κ2 . . . κm) |
m∑

i=1

κi = k, κ1 ≥ κ2 ≥ · · · ≥ κm ≥ 0


で表し，� を Pk

m 上の辞書式逆順序とする．変数 x1, . . . , xm，分割 κ ∈ Pk
m の基本対称式

Eκ(x1, . . . , xm)を

Eκ(x1, . . . , xm) = eκ1−κ21 eκ2−κ32 · · · eκm−1−κm
m−1 eκmm

で定義する．ただし e1, e2, . . . , em は通常の基本対称式:

e1 = x1 + x2 + · · · + xm, e2 = x1 x2 + · · · + xm−1 xm, . . . , em = x1 x2 · · · xm

を表す．このとき，基本対称式 Eκ(x1, . . . , xm)の次数は
∑m−1

i=1 i (κi − κi+1)+m κm = kであり，分

割の次数に等しい．

ゾーナル多項式の定義は，表現論に基づく定義，あるいは存在定理を基になされる．Muir-

head [18]は，単項対称式展開でのゾーナル多項式存在の一意性を用いて，ゾーナル多項式の

定義としている．Murihead[18]の定義における単項対称式を基本対称式で置き換えたものが，

次の命題 1である．

命題 1 以下の 3条件を満たす x1, . . . , xmの k次同次対称多項式の集合
{
Cκ(x1, . . . , xm) | κ ∈ Pk

m

}
が一意に決まる．

1. 上三角性

Cκ(x1, . . . , xm) =
∑
κ�µ

q[κ, µ]Eµ(x1, . . . , xm) (1)

ただし，q[κ, κ] > 0.

2. Laplace-Beltramiオペレータ Dm の固有関数．

Dm Cκ(x1, . . . , xm) = d(κ)Cκ(x1, . . . , xm) (2)
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ただし，

Dm =

m∑
i=1

x2
i
∂2

∂x2
i

+
∑

1≤i, j≤m

x2
i

xi − x j

∂

∂xi

d(κ) =

m∑
i=1

κi (κi + m − i − 1)

3. ek
1 を係数 1で展開する．

ek
1 = (x1 + · · · + xm)k =

∑
κ∈Pk

m

Cκ(x1, . . . , xm). (3)

定義 1 上の Cκ(x1, . . . , xm)を分割 κに対するゾーナル多項式と呼ぶ．

ゾーナル多項式 Cκ(x1, . . . , xm)を生成するには，上の 1, 3の条件下で 2の偏微分方程式を

解けばよい．この偏微分方程式を Eµ(x1, . . . , xm)に関する係数比較で解くために，まず，Dm

を基本対称式で変数変換する．この変換は単に，

∂

∂xi
=

m∑
j=1

∂e j

∂xi

∂

∂e j

を Dm に代入すればよい．

定理 1 (Hashiguchi et al. [3]) Laplace-Beltramiオペレータ Dmを基本対称式で変換したとき，

その表現形 ∆m は以下で与えられる:

∆m =

m∑
i=1

(
m i − i (i + 1)

2

)
ei
∂

∂ei
+

m∑
s=1

m∑
t=1

 s−1∑
k=0

t−1∑
j=0

(−1)s+t−k− j ek e j ps+t−k− j

 ∂2

∂es∂et
(4)

ただし pl =
∑m

i=1 xl
i であり， (5)式によって基本対称式の積和に変換できる．

pl = det


e1 1 0 · · · 0
2e2 e1 1 · · · 0
...

...
...

...
...

lel el−1 el−2 · · · e1


. (5)

また， (5)式において l > mならば el = 0とする．

この ∆m から，ゾーナル多項式の係数 q[κ, µ]の漸化式が以下のように求められる．

定理 2 (Hashiguchi et al. [3]) ゾーナル多項式の基本対称式展開

Cκ(x1, . . . , xm) =
∑
µ�κ

q[κ, µ]Eµ(x1, . . . , xm)
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において，漸化式

{d(κ) − d(µ)} q[κ, µ] =
∑
κ�ν�µ

b[ν, µ] q[κ, ν] (6)

が成り立つ．ただし，b[ν, µ]は，

∆m Eν(x1, . . . , xm) =
∑
µ�ν

b[ν, µ]Eµ(x1, . . . , xm) (7)

で決定される．

具体的に m が正の整数値で与えられるとグレブナ基底を利用した基本対称式への生成

元変換により，漸化式を求めることができる．例えば，m = 2 のとき，数式処理システム

Mathematicaでは AlgebraicRules[]命令を使って以下のように計算できる．ただし，あら

かじめ ∂
∂x1
= ∂e1
∂x1

∂
∂e1
+ ∂e2
∂x1

∂
∂e2
の微分を計算する．ここで，d[1], d[2]はそれぞれ， ∂

∂e1
, ∂
∂e2
を

表す．

In[1]:= BL = d[1] x[1] + d[1]^2 x[1]^2 + d[1] x[2] + d[2] x[1] x[2] +

2 d[1] d[2] x[1]^2 x[2] + d[1]^2 x[2]^2 + 2 d[1] d[2] x[1] x[2]^2

+ 2 d[2]^2 x[1]^2 x[2]^2;

In[2]:= rl = AlgebraicRules[{e[1] == x[1] + x[2], e[2] == x[1] x[2]},

{x[1], x[2], e[1], e[2]}]

In[3]:= BL /. rl

Out[3]:= d[1] e[1] + d[1]^2 e[1]^2 - 2 d[1]^2 e[2] + d[2] e[2] +

2 d[1] d[2] e[1] e[2] + 2 d[2]^2 e[2]^2

Out[3]の出力結果を TEXの形式でまとめた式が (8)式である．

∆2 = (e2
1 − 2 e2)

(
∂

∂e1

)2

+ 2 e1 e2
∂2

∂e1∂e2
+ 2 e2

2

(
∂

∂e2

)2

+ e1
∂

∂e1
+ e2

∂

∂e2
. (8)

さらに対応する漸化式は，κ � µに対して，

{d(µ) − d(κ)} q[κ, µ] = 2(ν1 + 2) (ν1 + 1) q[κ, (µ1 + 1, µ2 − 1)] (9)

となる．ただし，κ = (κ1, κ2), µ = (µ1, µ2), ν1 = µ1 − µ2, ν2 = µ2 である．

m = 3の場合は Kowata and Wada [15]で漸化式が求められると同時に解かれ，ゾーナル多

項式の基本対称式展開が明示的に与えられている．Hashiguchi and Niki [2]は，m = 3におい

て計算機の利用を前提とした漸化式の計算方法を提案し，Hashiguchi et al. [3]で m ≥ 4へ拡

張している．Hashiguchi et al.[3]の方法は，一度漸化式が出来てしまえば，以下の命題 2に

よって，Cκ(x1, . . . , xm)の基本対称式 Eµ(x1, . . . , xm)の係数 q[κ, µ]が辞書式逆順序での高い順
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に決定できるというものである．この決定過程をまとめたものが以下のアルゴリズム 1であ

り，これはグラムシュミットの直交化法と同等である．Beltramiオペレータを使って単項対

称式による展開での同様のアプローチが James[12]にある．

命題 2 ゾーナル多項式 Cκ(x1, . . . , xm)の基本対称式展開 (1)に現れる係数
{
q[κ, µ] | µ � κ ∈ Pk

m

}
は，以下の 3条件を満たす．

1. (James [11]) κ = µ ∈ Pk
m のとき，

q[κ, κ] =
2k k!∏m

i=1(2κi − i + m)!!

∏
1≤i< j≤m

(2 κi − 2 κ j − i + j)!!
(2 κi − 2 κ j − i + j − 1)!!

2. (Stanley [22]) もし κ � µかつ d(κ) = d(µ)ならば，q[κ, µ] = 0

3. もし κ � µかつ d(κ) , d(µ)ならば，

q[κ, µ] =
1

d(κ) − d(µ)

∑
κ�ν�µ

b[ν, µ] q[κ, ν]

である．ただし，b[ν, µ]は，(7)式で与えられる．

アルゴリズム 1 (Hashiguchi et al.[3])

入力: κ ∈ Pk
m

出力: Cκ(x1, . . . , xm) =
∑
κ�µ q[κ, µ]Eµ(x1, . . . , xm)

1. 辞書式逆順序で κ以下の分割 µi ∈ Pk
m を全て生成する

κ = µ1 � µ2 � · · · � µs.

2. 命題 2の 1. より，q[κ, µ1] := q[κ, κ]を計算し, i := 1とする．

3. i := i + 1

4. もし d(µi;α) = d(κ;α)ならば q[κ, µi] := 0,そうでなければ，

q[κ, µi] :=
1

d(µi) − d(κ)

i−1∑
j=1

b[µ j, µi] q[κ, µ j]

5. もし i < sならば Step 3に戻り,そうでなければ以下を出力し終了する:

q[κ, µ1]Eµ1 (x1, . . . , xm) + · · · + q[κ, µs]Eµs (x1, . . . , xm).

例えば m = 3のとき，κ, µ = (µ1, µ2, µ3) ∈ Pk
3 に対して，µ1 > µ2 > µ3 ≥ 1ならば，順位の高

い順に µ1 = (µ1 + 1, µ2, µ3 − 1), µ2 = (µ1 + 1, µ2 − 1, µ3), µ3 = (µ1, µ2 + 1, µ3 − 1)とおき，漸化

式は，

{d(κ) − d(µ)} q[κ, µ] = 6 (ν1 + 1)(ν2 + 1) q[κ, µ1] + 2 (ν1 + 2)(ν1 + 1) q[κ, µ2] (10)

+ 2 (ν2 + 2)(ν2 + 1) q[κ, µ3]
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である (Kowata and Wada[15])．ただし，ν1 = µ1−µ2, ν2 = µ2−µ3である．また，κ�/ µi (i = 1, 2, 3)

ならば q[κ, µi] = 0とおくことにより，任意の µ ∈ Pk
3について，形式的に (10)式が成立すると

考えることができる．したがって，十分大きい kに対しても，高々4項間の漸化式で q[κ, µ]

が決定できることになる．m = 4の時は 8項間，m = 5の時は 14項間，m = 6の時は 23項

間の漸化式である．

3 ウィシャート行列の最小固有値分布の計算
確率行列 X は m × n のサイズで，n 個の各列ベクトルは独立に同一>の多変量正規分布

Nm(0,Σ)に従うとする．ただし，Σ は母集団の共分散行列である．m × m行列W = XX> の
確率密度は，

1

2
1
2 mnΓm( 1

2 n)|Σ| 12 n
exp

[
1
2

tr(Σ−1W)
]
|W | 12 n− 1

2 (m+1) (11)

である．ここで，Γm(a)は多変量ガンマ関数

Γm(a) =

∫
S>0

e− tr S |S |a− 1
2 (m+1)(dS )

= π
1
2 m(m−1)

m∏
i=1

Γ(a − 1
2

(i − 1))

であって，積分に現れる S > 0は，対称行列 S が正定値であることを意味する．この確率行

列W が従う分布をウィシャート分布，nを自由度といい，ウィシャート分布を Wm(n,Σ)と

書く．ウィシャート行列W は，W/nとすると標本の共分散行列に対応するので，その固有
値は主成分分析などの解析で重要である．最大固有値の分布は Sugiyama[24] によってゾー

ナル多項式の無限級数として求められ，3変量の場合に Sugiyama, Fukuda and Takeda[26]で

数値計算されている．他方，最小固有値の分布は，Khatri [13]によってゾーナル多項式の有

限級数として (12)式で与えられている．さらに複素ウィシャート行列の最大，最小固有値の

分布は，Ratnarajah, Vaillancourt and Alvo[21]によって，複素ゾーナル多項式 (シュアー多項

式)の級数として求められている．本節では，ゾーナル多項式を m × mの対称行列に対して

定義し，ある対称行列を Y，Y の固有値を y1, . . . , ym としたとき，行列 Y のゾーナル多項式
Cκ(Y)は，y1, . . . , ym の>ゾーナル多項式 Cκ(y1, . . . , ym)を表すとする．また，ウィシャート行

列W の固有値を `1, . . . , `m (`1 > · · · > `m)とする．

命題 3 (Khatri[13]) もし j = (n − m − 1)/2が非負整数なら，ウィシャート行列W の最小固
有値 `m の分布関数は，

P[`m < x] = 1 − exp
(
− x

2
trΣ−1

) jm∑
k=0

xk

2kk!

∑∗

κ

Cκ(Σ−1) (12)

で与えられる．ただし，和の記号
∑∗
κ
は，{

κ = (κ1, . . . , κm) ∈ Pk
m | κ1 ≤ j

}
の条件 (κ1 ≤ j)を満たす分割にわたって和を取ることを意味する．
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最小固有値 `mの分布を求めるプログラムをMathematicaで作成した．特に，Σ = diag(1, 1, 1)

の場合，最小固有値の分布は，(12)式のゾーナル多項式を用いず，計算可能な形で求められ

る．Σ = λIm の場合 (Im は m次単位行列)，W の固有値 `1, . . . , `m (`1 > . . . > `m > 0)の同時

密度関数 f は，

f (`1, . . . , `m) =
(2λ)−mn/2 πm2/2

Γm( 1
2 m) Γm( 1

2 n)

m∏
i< j

(`i − ` j)
m∏

i=1

`(n−m−1)/2
i exp

− 1
2λ

∑
i=1

`i


であるので，具体的に m, n, λを数値で与えれば，Mathematicaを使って，最小固有値の密度

を求めるための重積分を計算することができる．さらに，ゾーナル多項式を経由した密度関数

と重積分での計算が一致することを確認することで検証ができる．後者のような重積分の計

算が出来ることも数式処理システムを利用する利点である．例えば，n = 10, Σ = diag(1, 1, 1)

の場合，最小固有値 `3 の密度関数は，(12)式に基づいて分布関数を計算し，さらに微分する

ことで

e−
3
2 x

(
3x3

32
+

9x4

128
+

19x5

768
+

x6

192
+

x7

1536
+

x8

21504
+

x9

645120

)
と求められる．一方，Mathematicaを利用した重積分では，

(* 多変量ガンマ関数*)

gm [m_, a_] := Pi^(1/4 m (m - 1))

Product[Gamma [a - (i - 1)/ 2], {i, 1, m}];

(* 固有値の同時分布 *)

f[m_, c_, n_] := Pi^(1/2 m^2)/(2^(1/2 m n) gm[m, m/2]gm[m, n/2]) *

Exp [-1/2 Apply[Plus, c]]

Product[c[[i]]^((n - m - 1)/2), {i, 1,

m}]*Product[c[[i]] - c[[j]], {j, 2, m} , {i, 1, j - 1}];

f3n = f[3, {c1, c2, c3}, 10];

f3n1 = Integrate[f3n, {c1, c2, Infinity}];

f3n2 = Integrate[f3n1, {c2, c3, Infinity}];

f3 = f3n2 /. c3 <- x

と計算することにより両者の一致が確認できる．

図 1は，m = 3, 4において，Σ を変化させたときの最小固有値 `m/nの密度関数を示して

いる．母集団の最小固有値はいずれの場合も 1であるので，`m/nは，この 1の周りで分布す

ることが期待される．母集団の他の固有値が 1から離れるにつれて，期待通りになっている

ようなことが見て取れる．

4 おわりに
本論文では，著者らの研究結果を中心に解説し，ゾーナル多項式の計算方法，それによる

最小固有値分布の数値計算を行った．1節で述べたジャック多項式の計算方法への応用は可
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(a) 次元 m = 3，自由度 n = 30のとき (b) 次元 m = 4，自由度 n = 31のとき

図 1: 最小固有値 `m/nの密度関数のグラフ

能であり，橋口 [5]で実際に行っている．また，固有値分布論は，数理統計学を起源として

発展してきたが，永尾 [20]で特集されているように様々な応用を持っている．こういった応

用面でも実際の数値計算を行う際，数式処理システムは研究の支援になると考えられる．
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