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1 はじめに
近年、急速に発展している計算代数統計 (Computational Algebraic Statistics)の話題のひと

つに、グレブナー基底の理論の実験計画法への応用がある。これは歴史的には、計算代数統

計の発端となった分野でもあり、[15]に始まり現在もなお、代数、統計の両研究者によって

研究が続けられている。特に、近年の計算機の発達により、代数学が、実際に計算できる分

野へと変貌をとげつつある、という事実も、発展の一因であるといえる。これらの背景につ

いては、著者による解説記事 [2]も参照してほしい。

本稿では、主に 2水準計画を題材に、グレブナー基底の理論が実験計画法の分野で使われ

る具体的な問題のうち、最も初期の結果を紹介する。2水準計画の研究の歴史は非常に古い

が、その理論の中心は、[6]および [7]などに始まる、regular計画の理論である。regular計

画の理論は、GF(2)上の線形代数を用いて記述できるためエレガントであり、また実用の面

でも、ほとんどの実験計画法の教科書で標準的に解説されているなど、中心的な役割を果た

している。これに対し、regularでない一部実施計画の構造に関しては、Plackett-Burman計

画などの一部の例を除いては、理論的な結果はほとんど得られていない。一方、計算代数統

計では、以下に紹介するように、計画を単に連立方程式の解集合としてとらえるので、計画

が regularか否かを最初に区別するという発想はない。実際、計画を代数的に扱うことで、こ

れまでは regular計画についてのみ定義されていた概念が自然に non-regular計画にも拡張で

きる、など、多くの新しい結果が得られている。

本稿の構成は以下の通りである。まず、2節において、計画を代数的に扱うための定義を

与える。3節では、[15]の結果のひとつとして、実験計画法における因子の交絡関係を、代

数的に表現する方法を紹介する。これは、regular design における別名関係を一般化した結

果、ととらえることもできる。最後に 4節において、[10]で導入された、指示関数 (indicator
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function)を紹介する。指示関数は、現在、non-regularな一部実施計画の特徴付けに有効な道

具であると多くの研究者に認められている。本稿の多くの箇所では、グレブナー基底に関す

る用語を定義なしに用いている。特に、単項式順序と割り算アルゴリズムについては、説明

を割愛した。これらについては、グレブナー基底に関する教科書 ([8], [1], [12]など)を参照

してほしい。

2 計画イデアル
m因子の計画を考える。因子の各水準が有理数 Qで与えられるなら、m因子の組合せ配置

は Qm 個の点で与えられ、一部実施計画はその部分集合となる。計算代数統計では、この点

集合を連立方程式系の解集合 (代数的多様体)ととらえ、また、この点集合でゼロとなる多項

式の集合が興味の対象となる。以下、本稿では、因子がすべて 2水準の場合で説明する。一

般的な議論は、[13]等を参照してほしい。

m個の 2水準因子の組合せ配置Dは、水準を {−1,+1}で表せば、

D = {(x1, . . . , xm) | x2
1 = · · · = x2

m = 1} = {−1,+1}m

と書ける。その部分集合 F ⊂ Dを一部実施計画とよぶ。Qを係数とする不定元 x1, . . . , xm の

多項式環を Q[x1, . . . , xm]と書く。このとき、F の各点でゼロとなるような多項式の集合

I(F ) = { f ∈ Q[x1, . . . , xm] | f (x1, . . . , xm) = 0 for all (x1, . . . , xm) ∈ F }

はイデアルとなる。これを F の計画イデアルとよぶ。I(F )は根基イデアルである。つまり、

f 2 ∈ I(F )であれば f ∈ I(F )が成り立つ。

一般に、イデアル I ⊂ Q[x1, . . . , xm]が基底 g1, . . . , gk ∈ I で張られるとは、任意の f ∈ I に

対し

f (x1, . . . , xm) =
k∑

i=1

si(x1, . . . , xm)gi(x1, . . . , xm)

となる多項式 s1, . . . , sk ∈ Q[x1, . . . , xm]が存在することをいう。ただしこの s1, . . . , sk は一般

には一意的ではない。Iが基底 g1, . . . , gk で張られるとき、I = 〈g1, . . . , gk〉と書く。例えば、2

水準 2因子の組合せ配置 (22-計画)の場合、D = {−1,+1}2 の計画イデアルは、

I(D) =
〈
x2

1 − 1, x2
2 − 1

〉
と書ける。任意のイデアルに基底が存在することは、ヒルベルトの基底定理で保証される。

また、g1, . . . , gk が I(F )の基底であるなら、F は、連立方程式系 g1 = 0, . . . , gk = 0の解集合

に一致する。

一部実施計画 F ⊂ Dの実験回数を nとする。I(F )の基底を求める一般的な方法は、イデア

ルの交わりを求めるアルゴリズムを利用するものである。いま、計画が (a1, . . . , am) ∈ {−1,+1}m

の 1点のみである場合、この計画の計画イデアルは、定義より

〈x1 − a1, . . . , xm − am〉 ⊂ Q[x1, . . . , xm]
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である。従って、n点の計画 F = {(ai1, . . . , aim), i = 1, . . . , n}の計画イデアルは、

I(F ) =
n∩

i=1

〈x1 − ai1, . . . , xm − aim〉 (1)

となる。一般にイデアルの交わりの計算には、グレブナ基底を利用する。すなわち、新たに

不定元 t1, . . . , tn と多項式環 Q[x1, . . . , xm, t1, . . . , tn]を導入すれば、式 (1)は

I(F ) = I∗ ∩ Q[x1, . . . , xm],
I∗ = 〈ti(x1 − ai1), . . . , ti(xm − aim), i = 1, . . . , n, t1 + · · · + tn − 1〉 ⊂ Q[x1, . . . , xm, t1, . . . , tn]

(2)

と表されるので、I∗ ⊂ Q[x1, . . . , xm, t1, . . . , tn]の被約グレブナー基底を {t1, . . . , tn} � {x1, . . . , xm}
なる適切な項順序のもとで求めればよい。これは、グレブナー基底の性質のうち、消去理論

とよばれるものであり、詳しくは、[8]等を参照してほしい。

例 1 (2水準 7因子 27−4
III 一部実施計画)

直交表 L8(27)として知られる、一部実施度 1/16の計画を考える。これは、定義関係

x3 = −x1x2, x5 = −x1x4, x6 = −x2x4, x7 = x1x2x4 (3)

から得られる分解能 IIIの計画であり、以下で与えられる。

run\因子 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
2 -1 -1 -1 1 1 1 1
3 -1 1 1 -1 -1 1 1
4 -1 1 1 1 1 -1 -1
5 1 -1 1 -1 1 -1 1
6 1 -1 1 1 -1 1 -1
7 1 1 -1 -1 1 1 -1
8 1 1 -1 1 -1 -1 1

この計画について、式 (2)の I∗の被約グレブナー基底を求め、そのうち変数 t1, . . . , t8 を含

まないものが I(F )の基底 (グレブナー基底)となる。項順序を、x1 � · · · � x7 の辞書式順序

とすれば、グレブナー基底は

{x2
7 − 1, x2

6 − 1, x2
5 − 1, x3 + x5x6, x2 + x5x7, x1 + x6x7, x4 − x5x6x7} (4)

となり、次数付逆辞書式順序とすれば、グレブナー基底は

{x2
7 − 1, x2

6 − 1, x2
5 − 1, x2

4 − 1, x2
3 − 1, x2

2 − 1, x2
1 − 1,

x2x3 + x1, x4x5 + x1, x6x7 + x1, x1x3 + x2, x4x6 + x2, x5x7 + x2,

x1x2 + x3, x4x7 + x3, x5x6 + x3, x1x5 + x4, x2x6 + x4, x3x7 + x4,

x1x4 + x5, x2x7 + x5, x3x6 + x5, x1x7 + x6, x2x4 + x6, x3x5 + x6,

x1x6 + x7, x2x5 + x7, x3x4 + x7}

(5)

となる。
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以下、x1, . . . , xm の単項式を xa = xa1
1 · · · x

am
m のように表す。2水準を {−1,+1}とおいている

ので、aは (a1, . . . , am) ∈ {0, 1}m として考えれば十分である。例 1の結果は、この計画のよう

な regularな一部実施計画 (つまり、式 (3)のような定義関係から得られる一部実施計画)にお

ける、計画イデアルの基底と定義関係との関係を示唆している。実際、計画 F が定義関係

xa` = c`, c` ∈ {−1, 1}, ` = 1, . . . , s

により定まるなら、計画イデアルは

I(F ) =
〈
x2

1 − 1, . . . , x2
m − 1, xa1 − c1, . . . , xas − cs

〉
と書ける。例えば、例 1の計画イデアルは、

I(F ) =
〈
x2

1 − 1, . . . , x2
7 − 1, x1x2x3 + 1, x1x4x5 + 1, x2x4x6 + 1, x1x2x4x7 − 1

〉
(6)

と書くこともできる。

このように、一部実施計画 F ⊂ Dの計画イデアルの基底は、F が regularな計画であれば

定義関係から自明である。一方、計画が regularでない場合にも、Dの基底 {x2
1 −1, . . . , x2

m−1}
に加えることで、I(F )の基底となるような多項式の集合を考えることができる。[10]では、

この多項式の集合を F の定義多項式集合 (a set of defining equations)と読んでいる。これは、

regularな計画における定義関係を一般化した概念であるといえる。

また、regular な計画については、その計画イデアルの基底のひとつが自明に求まるとは

いっても、一般にそれはグレブナー基底ではない。実際、式 (6)の右辺は、どの項順序に対

するグレブナー基底にもなっていない。上の議論では、計画イデアルの基底を求めるための

一般的な方法として消去イデアルの理論を利用したため、結果として、計画イデアルのグレ

ブナー基底が得られたわけだが、実は、グレブナー基底を求めることには、それ自体重要な

意味がある。これを次節で説明する。

3 交絡関係とイデアル所属問題
計画イデアル I(F )を考えることのメリットのひとつに、因子の交絡関係が、regularでな

い計画についても自然に拡張でき、また、簡明に表現できることがある。この、因子の交絡

関係の判定は、実はイデアル所属問題と等価であり、一般的には計画イデアルのグレブナー

基底の計算によって解くことができる。本節ではその概要を説明する。詳細は、[15]や [11]

などを参照してほしい。

いくつかの必要な定義を与える。f ∈ Q[x1, . . . , xm]の、項順序 τに対する先頭項を LTτ( f )と

書く。イデアル I ⊂ Q[x1, . . . , xm]に対して、その要素の先頭項の集合を LTτ(I) = {LTτ( f ) | f ∈ I}
と書く。LTτ(I)に含まれない単項式を、標準単項式 (standard monomial)とよぶ。I = 〈g1, . . . , gt〉
であるとき、さらに 〈LTτ(g1), . . . ,LTτ(gt)〉 = 〈LTτ(I)〉が成り立つことが、{g1, . . . , gt}が項順序
τに対するグレブナー基底であることの定義である。標準単項式の集合 {xa | xa < 〈LTτ(I(F ))〉}
は、グレブナー基底の性質から、「項順序 τに関するグレブナー基底のどの要素の先頭項で
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も割り切れない単項式の集合」と言い替えることができる。以下、この集合を Estτ(F )と書

く。重要なのは、商環 Q[x1, . . . , xm]/I(F )の構造に関する次の定理である (詳しくは [16]の

Proposition 1.1などを参照)。

定理 2
Q[x1, . . . , xm]/I(F )は、標準単項式の集合 Estτ(F )の張る Q上のベクトル空間に同型である。

Estτ(F )は、このベクトル空間の基底をなす。

例 3
例 1で求めたふたつのグレブナー基底に対する Estτ(F )は、以下のようになる。

• 辞書式順序: {1, x5, x6, x7, x5x6, x5x7, x6x7, x5x6x7}
• 次数付逆辞書式順序: {1, x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7}

Estτ(F )に含まれる単項式の個数は τによらず常に実験点の数に等しく、この例では n = 8で

ある。

以上の準備のもとで、因子の交絡と計画イデアルの関係を説明する。単項式 xaを、
∑m

i=1 ai = 1

のときに主効果、
∑m

i=1 ai = 2のときに 2因子交互作用、などとよべば、ふたつの交互作用 (ま

たは主効果) xa1 , xa2 が計画 F において交絡するとは、xa1 xa2 が、すべての x ∈ F について
+1になるか、−1になるかのいずれかであることをいう。交絡関係にある交互作用は、同時

には推定できないため、主効果や低次の交互作用がより重要という仮定の下では、主効果は

なるべく高次の交互作用と交絡するように計画を定めるのが、regular計画における分解能の

考え方である。この交絡関係を、計画イデアルに対応させれば以下のようになる。

定理 4
c ∈ {−1,+1}とするとき、以下の 2条件は同値である。

(i) xa1 xa2 = c for all x ∈ F (ii) xa1 − cxa2 ∈ I(F )

一般に、与えられた多項式がイデアルに属すか否かの判定 (イデアル所属問題)には、グレブ

ナー基底を計算する必要がある。

例 5
例 1の計画では、例えば x3 = −x1x2 の関係があり、x3 の主効果と x1, x2 の 2因子交互作用は

交絡している。一方、x1x2 + x3 ∈ I(F )であることは、式 (5)のグレブナー基底が x1x2 + x3 を

含むことからただちにわかり、また、

x1x2 + x3 = (x1 + x6x7)x2 − (x2 + x5x7)x6x7 + (x2
7 − 1)x5x6 + (x3 + x5x6)

と式 (4)のグレブナー基底からも確認できる。一方で、式 (6)の表現からただちに判定するこ

とは難しい。
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なお、因子の水準が s (s > 2) の場合でも同様の関係が成り立つが、その場合は、水準を

1 の s乗根で考え、複素数体 C で考える必要がある。例えば 3水準因子であれば、水準は

{1, ω, ω2}, ω = exp
(

2π
3

i
)
と定める。詳しくは、[14], [4]を参照してほしい。

4 指示関数 (indicator function)
最後に、[10]により定義された指示関数 (indicator function)について説明する。計画 F ⊂ D

の指示関数とは、

f (x) =

 1, if x ∈ F
0, if x ∈ D \ F

を満たす多項式 f ∈ Q[x1, . . . , xm]である。指示関数は、x2
i = 1, i = 1, . . . ,mの制約下において、

一意的な平方自由な多項式表現 (unique square-free representation)をもつ。また、指示関数と

計画 F は一対一に対応する。計画を指示関数として表現し、その係数について調べることに
より計画を分類する、また、従来の実験計画法の概念（交絡、分解能、直交性、regularity、推

定可能性、など）を指示関数の係数の性質に対応付ける、等は、計算代数統計の成果の一部

である。重要なのは、指示関数は任意の計画について定義できるという点である。したがっ

て例えば、交絡や分解能等、従来の一部実施計画の理論では regular計画のクラスに限られ

ていた概念も、指示関数の性質として書き直すことにより一般の計画に自然に拡張が可能に

なる。これらの研究は、[10]、[17]などを参照してほしい。

また、指示関数は多項式であるから、計画イデアルにもとづく計算代数統計の理論との相

性もよい。例えば計画イデアルの表現に関しても、I(F )は指示関数を使えば

I(F1) =
〈
x2

1 − 1, . . . , x2
m − 1, f (x) − 1

〉
と書ける。つまり、指示関数は、それ自身で定義多項式集合となる。

指示関数の性質をいくつか紹介する。組合せ配置 Dの指示関数は、定数関数 f (x) = 1で

ある。一部実施計画の指示関数は、定数項が、一部実施度 (n/2m)に一致する。regularな一

部実施計画の指示関数の構造は、完全に解明されており、GF(2)上の線形代数で説明できる

(詳しくは [10]、[17]などを参照)。例えば、例 1の 27−4 計画の指示関数は、

f (x) =
1
16

(1 − x1x2x3)(1 − x1x4x5)(1 − x2x4x6)(1 + x1x2x4x7)

である。一部実施計画の指示関数の各項の係数は、いずれも定数項を越えることはなく、特

に regularな計画では、係数の絶対値はすべて定数項に等しい。

一方、計画が regularでない場合、指示関数の係数からわかることのひとつに、その計画

を真に含む regular計画の有無がある。
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例 6 (regularでない一部実施計画の指示関数)
以下の 3つの 3因子計画を考える。

F1

x1 x2 x3

1 1 1
1 −1 −1
−1 1 −1
−1 −1 1

F2

x1 x2 x3

1 1 1
1 −1 −1
−1 1 −1

F3

x1 x2 x3

1 1 1
1 1 −1
1 −1 1
−1 1 1

F1 は、x1x2x3 = 1で定義される regularな 23−1 一部実施計画であり、F2 はその部分集合の

non-regular計画である。また、F3 は、自身を真に含む regular計画が存在しない non-regular

計画である。これらの指示関数は、以下のようになる。

F1 : f (x) =
1
2
+

1
2

x1x2x3

F2 : f (x) =
3
8
+

1
8

(x1 + x2 + x3 − x1x2 + x1x3 + x2x3) +
3
8

x1x2x3

F3 : f (x) =
1
2
+

1
4

(x1 + x2 + x3 − x1x2x3)

ここで、F2 の指示関数で、定数項と絶対値の等しい係数の項は、F2 を含む regular計画 (F1)

の指示関数の項 (x1x2x3)と一致すること、また、F3 には定数項と絶対値が等しい項がないこ

とが重要である。このような性質は、一般的に成り立つ。

指示関数の係数の絶対値は、それが定数項に等しいのであれば交絡関係を、ゼロより大きく

定数項より小さいのであれば「部分的な交絡関係」を示している。[3]はこの点に注目し、母

数の同時推定可能性の観点から望ましい性質を持つ、一部実施計画の新たなクラスを提案し

たものである。

5 おわりに
実験計画法は、グレブナー基底の理論が統計学に応用された最初の分野であるが、定理 2

で述べられている商環の構造自体、Buchbergerが 1965年の学位論文において取り上げた問

題でもある。つまり歴史的に見ても、グレブナー基底の理論の最初の結果が、実験計画法と

いう統計学の問題に適用されている、といえる。

最後に、グレブナー基底の理論が実験計画法の分野に応用されるもうひとつの例として、

著者の最近の研究を紹介する。これは、実験計画法で観測されるデータが非負整数値である

場合に、一般線形モデルの理論にもとづくモデルの当てはめの評価を条件付検定問題として

定式化し、マルコフ連鎖モンテカルロ法によって有意確率を推定するためのマルコフ基底を、

グレブナー基底として得る、というものである。この手法は、[9]にはじまる計算代数統計

の発端となったもうひとつの問題、つまり、マルコフ連鎖モンテカルロ法による分割表の解

析の問題に関連するものである。詳細は、[4], [5]を参照してほしい。
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